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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

1. Johdanto

1.1 Deterministisyys ja satunnaisuus

1.2. Satunnaiskokeet ja koetoistot

1.3. Satunnaisuus ja tilastollinen stabiliteetti

1.4 Tilastollinen tutkimus pelin& luontoa vastaan
1.5. Todennakoisyyden maaritteleminen

1.6. Satunnaisilmiét ja niiden tilastolliset mallit

yritetéén kuvata ja erottaa satunnaisiimididen systemaattiset ja satunnaiset piirteet.

Tarkastelemme tassa luvussa ensin sitg, mitka tekijét tekevéat reaalimaaillman ilmidista
deterministisia ja mitk& satunnaisia seka sita, mita satunnaisuudella tarkoitetaan. Samalla yritamme
perustella myos sen, ettd satunnaisiimion tuloksissa havaittava satunnainen vaihtelu e saa olla
mielivaltaista, vaan satunnaisvaihteluun on liityttéva sellaista sdannénmukaista kayttaytymista, jota
kutsutaan tilastolliseks stabiliteetiksi.

Toiseks pyrimme méadrittelemédan todennadk disyyden kéasitteen. Estamme t&ssé luvussa kolme
naiivia maaritelmaé todennakdisyydelle:

Tapahtuman klassinen todennak disyys on tapahtumalle suotuisten tulosvai htoehtojen
lukuméaran suhde kaikkien mahdollisten tul osvaihtoehtojen lukumaaraan.

Tapahtuman empiirinen todenn&kdisyys on tapahtuman tilastollisesti stabiili
suhteellinen osuus satunnaisilmién esiintymiskertojen joukossa.

Kaikki kolme tassa luvussa esitettévai maaritelmaé todennékdisyydelle ovat naiiveja Sind
mielessd, etta ne eivét ole matemaattisesti tarkkoja. Ma&aritelmilla on kuitenkin ollut suuri merkitys
todennakadi syyslaskennan historiassa ja niihin liittyy tulkinnallisesti tarkeitd nakokulmia toden-
nakoisyyden kasitteeseen. Todennakoisyyden matemaattisesti tarkka mééritelma esitetdan

Avainsanat:

Deterministinen ilmid, Deterministisyys, Empiirinen todennakdisyys, Epareilu peli, Frekvenssi,
Frekvenssitulkinta, Klassinen todennékoisyys, Koetoisto, Kolmogorovin aksioomat, Luonto, Mitta,
Peli luontoa vastaan, Reaalimaailman ilmi®, Reilu peli, Satunnaisilmi®, Satunnaiskoe,
Satunnaisuus, Stokastinen malli, Stokastisuus, Suhteellinen frekvenssi, Suhteellinen osuus,
Suotuisa tulosvaihtoehto, Tilastollinen malli, Tilastollinen stabiliteetti, Tilastollinen tutkimus,
Tilastotiede, Todenndkoisyyden aksioomat, Todennakoisyyden frekvenssitulkinta,
Todennakoéisyyden maaritteleminen, Todennakdisyys, Todennakoisyyslaskenta,
Todennakoéisyysmalli, Tulos, Tulosvaihtoehto, Venn-diagrammi
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1.1. Deterministisyys ja satunnaisuus

Deterministisyys

Reaalimaailman ilmio on deterministinen, jos ilmién alkutilan perusteella voidaan tarkasti
ennustaa ilmion lopputila eli tulos. Deterministisen ilmidn alkutila méaraa ilmion lopputilan.
Deterministisid ilmidita kutsutaan usein eksaktelks tal kausaalisiksi.

Moniafysiikan, kuten esimerkiksi klass sen mekaniikan ilmi6ita voidaan kuvata deterministisina
ilmiGin&

Esmerkki 1. Ammuksen radan ennustaminen.

Ammuksen rata voidaan ennustaa hyvin tarkasti, jos tunnetaan ammuksen paino, lahténopeus,
[éhtokulma, 18htdsuunta, ilmanvastus jne.

Huomautus:
Deterministisid ilmidita koskeviin havaintoihin liittyy hyvin usein luonteeltaan
satunnaista havaintovirhetta. Lisaks deterministisiin ilmi6ihin saattaa liittya
ennustamattomuutta, jota kutsutaan kaaokseks.

Satunnaisuus

Reaalimaailman ilmid on stokastinen €li satunnainen, jos silla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Hmio voi pagtya alkutilastaan useisiin erilaisiin lopputiloihin ei ilmi6ll& on useita erilaisia

vaihtoehtoisia tuloksia.

(i)  Hmion akutilan perusteella el voida tarkasti ennustaa ilmion lopputilaa €li sitd, mika
ilmién mahdollisista tulosvaihtoehdoista realisoituu eli toteutuu.

(i) Vakkailmion lopputilaa ef voida ennustaa tarkasti, tulosvaihtoehtojen suhteellisten
frekvenssien eli osuuksien voidaan nahda ilmion toistuessa kayttaytyvan sdannénmukai sesti.

Esmerkki 2. Erilaisia satunnaisiimidita.
Satunnaisiimidita tai ilmiditd, joissa satunnaisuus on mukana ainakin osatekijéna kohdataan
mita erilaismmilla alueilla.
Sellaiset perustuvaa laatua olevat biologiset ilmiot kuten sukupuolen médraytyminen tai
ominaisuuksien periytyminen vanhemmilta jalkeléisille noudattavat sattuman lakeja.

Kvanttimekaniikan ilmi6t kuten alkeishiukkasten kayttaytyminen tai radioaktiivinen
hajoaminen ovat luonteeltaan satunnaisiimioita.

Useimpia sosiologian tai taloustieteen tutkimia yhteiskunnallisia ilmi6ita e voida
ymmart&4, jollei satunnaisten tekijéiden roolia oteta huomioon.

Tavallismmissa uhkapel eissa kuten nopanheitossa, korttipeleissd, lotossa, ruletissa tai
arpajaisissa sattumalla on aivan keskeinen rooli.

Empiirisen tutkimuksen mittauksiin valttamétta liittyvat havaintovirheet kayttaytyvét
satunnaisesti.

Tilastollisten tutkimusaineistojen kerédminen kuten otoksien poiminta perustuu
arvontaan ja Siten sattuman hyvaksik&yttoon.

TKK O likka Mellin 9



Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Satunnaisilmididen tulosta e siis voida ennustaa tarkasti, mutta il mion toistuessa tul osvai hto-
ehtojen suhteellisten frekvenssien eli osuuksien havaitaan kayttaytyvan sédnnénmukai sesti.

Esmerkki 3. Satunnaisilmi6t ja niiden sdédnndnmukaiset piirteet.
Esimerkkea satunnaisiimididen séannénmukaisista piirteista:

L apsen sukupuolta e voida ennustaa etukateen, mutta noin puolet syntyvista lapsista on
tyttja ja noin puolet on poikia.

Satunnaisesti valitun ihmisen adykkyysosaméarda el tiedetd, mutta alykkyysosamaarét
jakautuvat suurissa ihmigoukoissa ns. normaalijakauman mukaan. Kasittelemme
normaalijakaumaa luvussa Jatkuvia jakaumia.

Radioaktiivisen aineen yksittdisen atomin hajoamishetkeé ei voida ennustaa, mutta ns.
puoliintumisaika on jokaiselle radioaktiiviselle aineelle ominainen vakio.

Havaintovirheen suuruutta ja suuntaa el voida ennustaa yksittaiselle havainnolle,
mutta suurissa havaintoj oukoissa havaintovir heet jakautuvat hyvin usein ns. normaali-
jakauman mukaan. Kasittelemme normaalijakaumaa luvussa Jatkuvia jakaumia.

1.2. Satunnaiskokeet ja koetoistot

Satunnaisiimi6ta kutsutaan todenndk6isyyslaskennassa usein satunnaiskokeeks ja satunnais-ilmion
esintymiskertaa kutsutaan usein koetoistoks.

Esmerkki 1. Sukupuolen maaraytyminen.

V oimme kutsua sukupuolen maar aytymi smekani smia munasolun hedelmdittyessa satunnais-
kokeeks jatietyn yksilon sukupuolen méaaréytymista koetoistoks.

Esmerkki 2. Nopanheitto.
Nopanheitto on satunnaiskoe ja yksittéinen nopanheitto on koetoisto.

1.3. Satunnaisuus ja tilastollinen stabiliteetti

Todenndko6isyyslaskennan satunnaisuus ei ole mielivaltaisuutta. Vaikkailmion tulos vaihteleekin
ilmion toistuessa tavalla, jota el voida ennustaa tarkasti, niin ilmién sdéannénmukaisten piirteiden
mallgja tadlaisille séanndnmukaisille piirteille.

Esmerkki 1. Rahanheitto satunnaisiimiona.

Heltetdan virheetbnta rahaa toistuvasti ja pidet&éan kirjaa kruunien frekvenssista eli luku-
maarasta f seka suhteellisesta frekvenssisté eli osuudesta f/n, jossa n on tehtyjen heittojen
lukumééra. Yksittdisen heiton tulosta el voida ennustaa etuké&teen ja kruunien suhteellinen
frekvenssi f/n vaihtelee heittoja toistettaessa, mutta |ahestyy virheettéman rahan tapauksessa
kuitenkin lukua 1/2 niin, etta suuret poikkeamat luvusta 1/2 tulevat yha harvinaisemmiksi.

Alla oleva kuva esittéa kruunan suhteellisen frekvenssin f/n kehittymista eraassa
realisoituneessa heittosarjassa. Kuvasta néhdaan, kuinka kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
suuret poikkeamat luvusta 1/2 tulevat yhé harvinaisemmiksi, kun heittojen lukumééra n
kasvaa.

TKK O likka Mellin 10



Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Esimerkki kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
kehittymisesta pitkdssa rahanheittosarjassa
1
S 05 R A . | T R
0 ; ; ;
1 10 100 1000 10000
Heiton numero n (log)

On syyta huomata, etté luku 1/2 el ole kruunien suhteellisen frekvenssin f/n raja-arvo
tavanomaisen lukujonokonvergenssin mielessa. Tapa, jolla kruunien suhteellinen frekvenss
l&hestyy lukua 1/2, on esimerkki ns. stokastisesta konvergenssista; ks. luvun Stokastiikan
konvergenssikasitteet jaraja-arvolauseet kappaletta Suurten lukujen lait.

Kutsumme satunnaisiimion toistuessa ilmenevaa sédnndnmukaisuutta tilastolliseksi stabiliteetiksi.
Jos satunnaisiimio ei ole tilastollisesti stahiili, Sité el voida mallintaa todenndk6isyydaskennan
matemaattisilla malleilla.

Huomautus:

Tilastollisen stabiliteetin idea saa matemaattisesti tasmallisen muotoilun ns. suurten
lukujen laeissa; ks. luvun Stokastiikan konvergensskadtteet jaraja-arvolauseet
kappaletta Suurten lukujen lait.

Tilastotiede, tilastollinen stabiliteetti ja reilut pelit

Tilastotiede on yleinen menetel métiede, jonka tehtéavana on kehittdé ja soveltaa matemaattisia
mallga, joiden avulla voidaan kuvata ja sdlittéd mekanismit, jotka tuottavat reaalimaailman
ilmidistéa numeerisa tai kvantitatiivisa tietoja, sellaisissatilanteissa, joissa tietoihin liittyy
epavarmuutta tai satunnaisuutta. Tietoihin liittyva epavarmuus tai satunnaisuus voi olla
seurausta ilmiosta itsestddn tai siit tavasta, jollatiedot on kerétty.

Koskatilastollisissa tutkimusasetelmissa tutkimuksen kohteena olevaa reaalimaailman ilmiota
koskeviin tietoihin liittyy epavarmuutta tai satunnaisuutta, tilastotieteen mallga eli tilastollisa
mallg a rakennettaessa sovelletaan todennakoi syysl askentaa.

TKK O likka Mellin 11



Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Satunnaisiimidlle voidaan rakentaa tilastollisia mallgja vain, jos ilmién tulokset (tai niitéd koskevat
tiedot) elvat vaihtele mielivaltaisella tavalla. Ei-mielivaltaisuudella tarkoitetaan sitg, etté ilmion
toistuessa tulosvaihtoehtojen suhteel liset frekvenssit eli osuudet kayttaytyvét tilastollisesti stabiilisti.

Vaatimus satunnaisiimion tulosten kayttaytymisen tilastollisesta stabiliteetista voidaan tulkita
vaatimukseksi reilusta pelista.

Esmerkki 2. Reilu vsepéreilu péli.
Pelaat Mr. Ebenezer Scroogea vastaan pelia, jolla on seuraavat sGannat:
(i)  Mr. Scroogella on hallussaan useita erilaisia noppia, joiden siimaukuja et tieda.
(i)Ensin Mr. Scrooge valitsee nopistaan yhden.

(i) Et saa ottaa Mr. Scroogen valitsemaa noppaa kateesi, mutta Mr. Scrooge heittéa
valitsemaansa noppaa niin monta kertaa kuin haluat.

(iv) Jokaisen heiton jalkeen Mr. Scrooge nayttda sinulle heiton tuloksen eli sen silméuvun,
joka on nopan ylogaéneella tahkolla.

(v) Voitat enndta sovitun rahasumman, jos saat selville Mr. Scroogen valitseman nopan
siimaluvut.

Vaikka et saakaan ottaa noppaa kéateesi, saat suurella varmuudella Mr. Scroogen valitseman
nopan siimaluvut selville, jos toistatat nopanheittoa riittédvan monta kertaa ja tarkkailet
heittojen tuloksena esiintyvien siimélukujen suhteellisia frekvenssg .

Oletetaan esimerkiks, etta Mr. Scroogen valitseman nopan silméluvut ovat
1,1,1,2 2,3

Onilmeigtd, ettd simdukujen 1, 2 ja 3 suhteellisten frekvenssien on jakauduttava pitkéssa
heittosarjassa suunnilleen suhteessa

3:2:1
Siten saat Mr. Scroogen valitseman nopan siiméuvut selville toistattamalla nopanheittoja
riittévan monta kertaa.

Oletetaan nyt, ettd Mr. Scrooge vaihtaa noppaansa koko ajan salaten vaihdot. Tal6in et voi
voittaa pelissg, koska Mr. Scrooge rikkoo tietamattas pelin sdantéa (ii) vastaan. Vaatimus
reilusta pelista tarkoittaa Sit, etté tdlaista séantojen rikkomista el saa tapahtua.

1.4. Tilastollinen tutkimus pelin& luontoa vastaan

Tilastollista tutkimusta voidaan kuvata pelina luontoa vastaan. Tilastollisessa tutkimuksessa
pyritéan tekemaan luonnon (eli reaalimaailman) tilaa koskevia johtopadtoksia luonnon (eli reaali-
maailman) tilasta kerattyjen havaintojen perustedla.

Voimme gjatella, etté luonnolla on kddessdan joukko " kortteja’ jatutkija pyrkii ottamaan selville
luonnon kédessa olevat " kortit”, kun taas luonto pyrkii salaamaan ne. Peli koostuu eristd, joissa
tutkija voi katsoa yhden satunnaisesti luonnon k&desta valitsemansa ”kortin” - tdmé on
havaintojen keraamista.

Tutkija voi saada selville luonnon tilan eli luonnon kadessa olevat ”kortit” pelaamalla riittavan monta
erda i kerédmallariittavasti havaintoja — mutta vain silla edellytyksellg, etta luonto pelaareilust
eli @ muuta pelin ailkana jatkuvasti kdtensa sisdltoa.

TKK O likka Mellin 12
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Tilastollisessa tutkimuksessa pyritéan havaintojen perusteella paéttelemadn, millainen on havainnot
tuottanut mekanismi. Paéttely e onnistu, jos havainnot tuottanut mekanismi ei ole jossakin mielessa
pysyva eli tilastollisesti stabiili. Oletus havainnot tuottaneen mekanismin pysyvyydesta voidaan
tulkita oletukseks siitd, ettd luonto pelaa relusti €i e riko pelin séant6ja vastaan vaihtamalla
jatkuvasti kadessaén olevia” korttgja’. Olosuhteiden séilyminen vakiona takaa tavallisesti

sen, ettd satunnaiskokeen tulokset kayttaytyvét tilastollisesti stabiilisti.

On syyta olla tietoinen Siit, ettatilastotiede on kehittényt myos sellaisia menetelmid, joilla voidaan
pyrkia paljastamaan muutokset havainnot tuottaneessa mekanismissa. Tilastollisen tutkimuksen
kohteena ovatkin usein seuraavat kysymykset:

(i)  Onko havainnot tuottaneessa mekanismissa tapahtunut muutoksia?
(i)  Mitka ovat muutosten syyt?

Jotta tilastotiede pystyis mallintamaan havainnot tuottaneessa mekanismissa tapahtuneet muutokset,
muutokset eivét kuitenkaan saa tapahtua mielivaltaisella tavalla, vaan niissa on oltava jokin
Systemaattinen piirre.

1.5. Todennakoisyyden maaritteleminen

sdannonmukaisille piirteille.

Satunnaisiimid koostuu tulosvaihtoehdoista, joistajokin sattuu, kun satunnaisiimio esiintyy.
Mika tulosvaihtoehdoista sattuu, el voida ennustaa tarkasti etukateen, mutta ilmion toistuessa ilmion
sddnnonmukaiset piirteet tulevat esiin tulosvaihtoehtojen suhteellisissa frekvensseissd eli osuuksissa.

Satunnaisiimion tulosvaihtoehtojen yhdistelmia eli tulosvaihtoehtojen muodostamia joukkoja
kutsutaan todennakdisyyslaskennassa tapahtumiksi. Todennakdisyyslaskennan erdana tehtavand on
maarata satunnaisiimion tapahtumien todennak 6isyydet.

Mitéa todenndkdisyys on? Hyvan méaritelméan antaminen todenndkoisyydelle on osoittautunut
vaikeaksi. Todennakoisyydelle on todennakoisyyslaskennan historiassa esitetty mm. seuraavat naiivit
maaritelmat:

(i)  Tapahtuman klassinen todennak 6isyys on ko. tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
osuus kaikista mahdollisista tul osvaihtoehdoi sta.

(i)  Tapahtuman empiirinen todennak6isyys on ko. tapahtuman (tilastollisesti stabiilisti
kayttaytyva) suhteellinen frekvenssi.

(i)  Tapahtuman todennakdisyys on ko. tapahtuman sattumisen mahdollisuuden mitta.

matematiikan kannalta tyydyttavalla tavalla.
On osoittautunut, etté todennakdisyyden tasmallinen méaritteleminen vaatii aksiomaattista

1930-luvun alussa. K olmogorovin aksioomien mukaan todennakoisyys on mitta matemaattisen
mittateorian tarkoittamassa mielessa ja siten todenndkoisyydell& on samantapaiset matemaattiset
Todenndkoisyyden naiivit mééritelmét voidaan siséllyttda (sopivasti muotoiltuina) Kolmogorovin
aksioomien muodostamaan kehikkoon todenndk6isyyden erikoistapauksina tai tulkintoina.

Tarkastelemme seuraavassa todennakdisyyden naiiveja maaritelmia lahemmin.
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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Klassinen todennékdisyys

Olkoon satunnaisimidlla n yhtéa todennakai sté tul osvai htoehtoa ja tarkastellaan ilmién
tapahtumaa, johon liittyy tulosvaihtoehdoista k kpl, joita sanotaan ko. tapahtumalle suotuisiksi.
Talloin ko. tapahtuman klassinen todennakisyys p on ko. tapahtumalle suotuisien tulosvaihto-
ehtojen osuus satunnais-ilmion kaikista mahdollisista tulosvaihtoehdoista:
_k
p = —
n

Klassisen todenndkbisyyden kasite sopii erityisesti uhkapelien analysointiin. Uhkapeleissi
pelitapahtumien todennakdisyydet voidaan tavallisesti méaréta paattelemall & ne pelin séénndista.
Historiallisesti todennékdisyydaskenta sai alkunsa 1600-luvulla erdisiin noppapeleihin liittyvien
ongelmien ratkaisuyrityksista.

On syytd huomata, ettd tulosvaihtoehtojen lukumaarien laskeminen on usein epétriviaali tehtava ja
apuna tarvitaan tavallisesti kombinatoriikaks kutsuttua matematiikan osa-aluetta; ks. lukua
Klassnen todennak6isyysja kombinatoriikka.

Ongelmat klassisen todennako6isyyden maaritelmassa

Klassisen todenndk6isyyden mééritelma ei anna mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien
todennakoisyyksista, joihin liittyvét tulosvaihtoehdot eivat ole yhta todennakdisia. Méaritelma el
mydskaan anna mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien todenndkisyyksist, joihin liittyy
aarettdman monta tul osvai htoehtoa.

Klassinen todennékdisyys ja todennakoisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, etté toistamme jotakin satunnaiskoetta yha uudelleen ja tarkkailemme jonkin

frekvenssitulkinnan mukaan tapahtuman suhteellinen frekvenssi vai htel ee satunnaisesti koe-
toistosta toiseen, mutta saa keskimaarin ko. tapahtuman todenn&kaisyytta |ahell& olevia arvoja.
Vahvistavatko havainnot tdman, on empiirinen kysymys.

Esmerkki 1. Nopanheitto.
Heitetdan virheetonta noppaa. Talloin tulosvaintoehtoja on 6 kpl:
Silmaluvut 1, 2, 3,4, 5, 6
Tarkastellaan tapahtumia
A ="Silmaluku on parillinen”
B ="Silméluku < 3"
Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl: Silméluvut 2, 4, 6
Tapahtumalle B suotuisia tulosvaihtoehtoja on 2 kpl: Silméluvut 1, 2
Tapahtuman A klassinen todennakdisyys on
3_1

2=2=05
6 2
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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Tapahtuman B klassinen todenndkdisyys on
E = 1 » 0.333
6 3

Siten tapahtuma A on todennakdi sempi kuin tapahtuma B.

Oletetaan, etta heitét noppaa toistuvasti. Todenndkoi syyden frekvenssitulkinnan mukaan on
odotettavissa, etté tapahtuma A esiintyy useammin kuin tapahtuma B niin, etta keskimaarin
puolet heitoista antaa tulokseksi tapahtuman A ja keskiméérin 1/3 heitoista antaa tulokseks
tapahtuman B.

Empiirinen todennako6isyys
Tarkastellaan satunnai skoetta, jota voidaan toistaa niin, etta seuraavat ehdot patevét:
(i) Kokeen olosuhteet sdilyvat muuttumattomina koetoistosta toiseen.

(i) Koetoistot ovat riippumattomia siind mielessd, etta yhdenk&an koetoiston tulos € riipu siita
mita tuloksia muissa koetoistoissa saadaan.

Tarkkaillaan jonkin tapahtuman esiintymista koetoistojen aikana. Jos ko. tapahtuman suhteellinen
frekvenss eli osuus koetoistoista l8hestyy jotakin kiinteaté lukua, kun koetoistojen lukumaaraa
kasvatetaan, kutsumme lukua ko. tapahtuman empiiriseks todennékdisyydeksi.

Oletetaan giis, etta satunnaiskoetta toistetaan n kertaa. Olkoon f ko. tapahtuman frekvenss i luku-
maar & koetoistojen joukossa. Taldin

f

n

on ko. tapahtuman suhteellinen frekvenssi eli suhtedllinen osuus koetoistoista. Annetaan nyt koe-
toistojen lukumééran n kasvaargatta. Jos suhteellinen frekvenss f/n lahestyy talloin (jossakin
mielessq) lukuap i

n

niin sanomme, ettaluku p on ko. tapahtuman empiirinen todennakdisyys.

Huomautuksa:

Suhteellisen frekvenssin f/n rajakyttéytyminen koetoistojen lukuméaran n kasvaessa
e ole tavanomaista lukujonokonvergenssia. Todennakdisyydaskennan konvergenssi-
késitteita tarkastellaan luvussa Stokastikan konvergensskéasitteet jaraja-arvo-
lauseet.

V oimme sanoa (huonolla suomenkielelld), etté tapahtuman empiirinen todenndkdisyys on
ko. tapahtuman suhteellinen frekvenss ” pitkassa juoksussa”.

Empiirisen todenndkoisyyden méaritelma edellyttda tapahtuman suhteellisilta
frekvenssailta tilastollista stabiliteettia.

Matemaattista todennakoisyyden kasitetta voidaan pitéd empiirisen todenndk6isyyden
késitteen idealisointina.
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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Ongelmat empiirisen todennéakdisyyden maaritelméassa

Empiirinen todenndk6isyys on empiirinen kasite siind mielessa, etta tapahtuman suhteellisen
frekvenssin f/n médrééminen vaatii satunnaiskokeen toistamista ja havaintojen ker&amisté.
Todéellisuudessa tapahtuman empiirista todennakdisyytta el voida — nimestéan huolimatta —

madar atd kokeellisesti, koska mééritelma vaatii satunnaiskokeen toistamista arettéman monta
kertaa. Empiirisen todennékdisyyden kasite el mydskaan anna mahdollisuutta puhua sellaisten
tapahtumien todennakdisyyksista, joista el ole havaintoja. Lisdks on syytd huomata, ettd empiirisen
todennakdisyyden mééritelmassa esiintyvaraa-arvo el ole hyvin maaritelty, koska mik&an ei takaa,
etta madritelméssa esiintyvaragja-arvo on olemassa.

Empiirista todenndkdisyytta voidaan pikemminkin pitda tilastollisesti stabiilisti kayttaytyvan
suhteellisen frekvenssin ominaisuutena kuin todenndkoisyyden maaritel mana.

Empiirinen todennadkoisyys ja todennakoisyyden frekvenssitulkinta
Oletetaan, etté toistamme jotakin satunnaiskoetta yha uudelleen ja tarkkailemme jonkin

frekvenssitulkinnan mukaan tapahtuman suhteellinen frekvenss vaihtelee satunnaisesti koe-
toistosta toiseen, mutta saa keskimaarin ko. tapahtuman todenn&kaisyytta |ahell& olevia arvoja.
Vahvistavatko havainnot tdman, on empiirinen kysymys.

Esmerkki 2. Tilastollinen laadunvalvonta.

laatukriteerit, ettd osa tehtaan valmistamista laitteista @ tayta niitd. Tehdaén oletus, etta
vialliset laitteet syntyvét tuotannossa taysin sattumanvaraisesti.

Merkitaan:
K = Laite on kelvollinen
V = Laite on viallinen
Oletetaan, etta erdana paivanaloydetdan 6 vialista laitetta.

Satunnaisiimio: Laitteen laatu
Koetoisto: Vamistetaan 1 laite
Koetoistojen [km n: 300
Tulosvaihtoehto V: Laite on viallinen

Viallisten laitteiden frekvenssi: f=6
Vidlisten laitteiden suhteellinen frekvenssi:

.6 0.02

n 300
Oletetaan nyt, etta vaikka viallisten laitteiden suhteellinen osuus vaihteleekin paivasta toiseen,
se pysyy kuitenkin suunnilleen samana €li, etta vialisten laitteiden suhteellinen osuus

kayttaytyy tilastollisesti stabiilisti.
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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Taloin suhtedlista frekvenssia

i:i:o_oz

n 300

voidaan kutsua todennakoisyydeks saada viallinen laite, jos tehtaan valmistamien laitteiden
joukosta poimitaan satunnaisesti 1 laite tarkastettavaksi.

Esmerkki 3. Satunnaisotanta.

V destOtilaston mukaan Suomen véaesto jakautui vuoden 1998 lopussa miehiin ja naisiin
Seuraavasti:

Miehet 2 516 000
Naiset 2 643 600
Yhteensa 5159 600

Tyypillisessa kysel ytutkimuksessa kyselyn kohteiksi poimitaan 300-2000 suomalaista kaikkien
suomalaisten joukosta kayttéen (yksinkertaista) satunnaisotantaa; lisétietoja otannasta: ks.
monistetta Tilastolliset menetelmat.

Satunnaisotoksen poimimista voidaan kuvata arvontana, jossa jokaista suomalaista vastaa
hanen nimell&an varustettu arpalippu, arvat on asetettu (hyvin sekoitettuina) suureen uurnaan
jauurnasta poimitaan satunnaisesti haluttu mééra arpalippuja, jolloin otokseen tulevat
poimituks ne suomalaiset, joiden nimet esiintyvét poimituissa lipuissa.

Todennakadisyys poimia tietty henkild otokseen on

1
5159600

Miesten suhteellinen osuus €li suhteellinen frekvenssi kaikkien suomalaisten joukosta:

2516000 _
5159600

Naisten suhteellinen osuus €li suhteellinen frekvenssi kaikkien suomalaisten joukosta:

2643600 _
5159600

Koska suomalaisia on nainkin paljon, miesten ja naisten suhteelliset frekvenssit voidaan
tulkita empiirisen todennakoisyyden méaaritelman mukaisiks todennakdisyyksiks.

Siten todennakadisyys, etté satunnaisesti suomalaisten joukosta poimittu henkilé on mies, on
0.488 ja todennakoisyys, etté satunnaisesti suomalaisten joukosta poimittu henkilé on nainen,
on 0.512. Todenndkoisyys poimia suomalaisten joukosta nainen on suurempi kuin toden-
nakoisyys poimia mies, koska naisia on suomalaisten joukossa enemman kuin miehia.

Oletetaan, etta suomalaisten joukosta poimitaan arpomalla yha uusia 1000 henkilon
satunnaisotoksia. Tall6in otokseen poimittujen miesten ja naisten suhteelliset osuudet
vaihtelevat otoksesta toi seen, mutta otokseen poimituista henkilGista keskimaarin 48.8 %
on miehid ja keskiméarin 51.2 % on naisia. Tilastollinen stabiliteetti on sitd, ettd nama
suhdeluvut pysyvét otoksesta toiseen suunnilleen samoina.
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Todennékoisyyslaskenta 1. Johdanto

Todennakdisyys mittana

Hyddyllisen mielikuvan todenndkoisyyden luonteesta antaa seuraava naiivi madritelmé: Toden-
nakdisyys on mitta, joka mittaa satunnaisiimién tapahtumien sattumisen mahdollisuutta.
Ongelmat todennakdisyyden naiivissa maaritelmassa mittana

Mééritelma el tayta hyvan maaritelman tunnusmerkkejda, koska se on kehamaaritelméa: Sattumisen
mahdollisuus ja todennakdisyys tarkoittavat suunnilleen samaa.

Kolmogorovin aksioomat todennakoisyydelle

Mielikuva todenndk6isyydesta satunnaisiimididen tapahtumien sattumisen mahdollisuuden mittana

aksioomat.

Kolmogorovin aksioomien mukaan todenndkoisyys on mitta matemaatti sen mittateorian
tarkoittamassa mielessa. Aksioomien mukaan todennakoisyysmitta kéyttaytyy samalla tavalla kuin
esmerkiks pituus-, pinta-ala- tai tilavuusmitta, lukuun ottamatta Sitg, etté todennakdisyysmitalla on
yl&rgjana var man tapahtuman todennékaisyys, joksi sovitaan luku 1.

Todenndkoisyyden tulkinnasta mittana seuraa se, etta
todennakdisyyden laskuséant6ja voidaan havainnollistaa
joukko-opin operaatioiden havainnollistamisessa kaytettavien
Venn-diagrammien avulla

Venn-diagrammi konstruoidaan seuraavalla tavalla:
(i) Kuvataan tapahtumia tasoalueilla.

(i)  Kuvataan tapahtumien todenndkoisyyksia
tasoalueiden pinta-aloilla.

Viereisessa diagrammissa satunnaisiimion kaikkien

mahdollisten tulosvaihtoehtojen muodostamaa otosavar uutta

Son kuvattu suorakaiteellaja ko. satunnaisiimion tapahtumaa S

A on kuvattu varjostetullaympyralla

1.6. Satunnaisilmidt ja niiden tilastolliset mallit

Tilastotieteen tehtévana on kehittéé ja soveltaatilastollisiksi malleiksi kutsuttuja matemaattisa
mallgja satunnaisiimidille.

Mallien avulla pyritéan tekeméaén ilmidita koskevia johtopadtoksia ilmiosta keréttyjen havaintojen
perusteella. Mallgja kutsutaan tilastotieteess ja sen sovelluksissa tilastollisks malleiks ja niiden
avulla pyritéan erottamaan ja kuvamaan satunnaisiimididen systemaattiset ja satunnaiset piirteet.

Koskatilastolliset mallit perustuvat todennékodisyyslaskentaan, niita kutsutaan usein myos

Satunnaisiimion tilastollinen malli koostuu seuraavista kahdesta osasta:
(i)  Satunnaisiimion kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen kuvaus.
(i)  Tulosvaihtoehtojen todennak 6isyyksien kuvaus.
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Satunnaisiimion tilastollinen malli esitetddn satunnaisiimion tulosvaihtoja numeerisessa muodossa
kuvaavaan satunnai smuuttujan ja sen todennakéisyygakauman avulla; ks. lukua Satunnais-
muuttujat ja todennékdisyyg akaumat.

Vaikka tilastollisten mallien rakentamista ké&sitell88n vasta monisteessa Tilastolliset menetelmat, on
hyva painaa mieleensa jo nyt, ettatilastollisen mallin rakentamiseen on aina syyta liittéa seuraavat
tyovaiheet:

1. Mallin muodostaminen tutkimuksen kohteena olevalle satunnaisiimiolle.
2. llmi6ta koskevien havaintojen kerdaminen.

3. Madllin parametrien estimointi eli parametrien arvojen médraaminen kerattyjen havaintojen
perustedlla

4.  Madlinjakeréttyjen havaintojen yhteensopivuuden testaaminen.
Jos mallissa havaitaan vaiheessa 4 puutteita, on mallin rakentamisessa palattava vaiheeseen 1.
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2. Joukko-opin peruskasitteet

2.1. Joukko ja sen alkiot
2.2. Venn-diagrammit
2.3. Osajoukko

2.4, Tyhja joukko

2.5. Joukko-opin perusoperaatiot

Todenndko6isyydaskennan historian térkeimpia teoreettisia oivaluksia on ollut se, etta satunnais-
ilmiGiden tapahtumia voidaan kasitella j oukkoina ja todenngkdisyydella on matemaattisesti saman-
laiset ominaisuudet kuin pituus-, pinta-ala- tal tilavuusmitalla. Téastéa seuraa se, ettajoukko-oppi
muodostaa matemaattisen todenndkoisyysteorian perustan.

Tassa luvussa esitelldan naiivin joukko-opin peruskasitteet ja-maaritelmat siinalaguudessa kuin
niita tarvitaan todenndk6isyyslaskennassa; joukko-oppia tarkastellaan |&hes koko perus-matematiikan
vaatimassa lagjuudessa liitteessa Joukko-oppi.

Avainsanat:

Alkio, Erotus, Joukko, Komplementti, Kuulua joukkoon, Leikkaus, Olla osajoukkona, Osajoukko,
Perusjoukko, Pistevieraus, Tyhja joukko, Unioni, Venn-diagrammi, Yhdiste
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2.1. Joukko ja sen alkiot

Joukko on joukon alkioiks kutsuttujen olioiden kokoelma. Sanomme, etta joukko on hyvin
maaritelty, jos jokaisesta oliosta voidaan sanoa onko se joukon alkio vai ei. Joukko on siis hyvin
méaritelty, jos sen alkiot tunnetaan. Joukkoja méériteltéessa on térkedta spesifioida perug oukko,
jonka alkioita kaikkien tarkasteltavien olioiden on oltava.

Merkitsemme joukkojaisoilla kirjaimilla
ABC ... X ..

jajoukon akiota pienilla kirjaimilla
aboc ..., x..

Jos joukko on aarellinen, se voidaan mééritella luettelemalla sen alkiot. Jos darellisen joukon X
alkiot ovat

X1y X2y ev s Xn
niin merkitsemme
X={Xy, X2, ... , X}
Esmerkki 1. Nopan silmélukujen muodostama j oukko.
Olkoon B tavallisen nopan silmélukujen muodostama joukko. Voimme talldin kirjoittaa:
B={123,4,5, 6}

Joukon ja sen alkioiden suhde on joukko-opin perusrelaatio. Jos x on joukon A alkio €li x kuuluu
joukkoon A, niin merkitsemme

xl A
Jos x e olejoukon A alkio €li x el kuulu joukkoon A, niin merkitsemme
xI A
Esmerkki 2. Nopan silmélukujen muodostama j oukko.
Olkoon B nopan silmélukujen muodostama joukko, jolloin
B={123,4,5, 6}
Tal6in
21 B
ja
71 B
Matematiikassa joukko méaritelléén tavallisesti antamalla looginen ehto, jonka joukon akioiden on

toteutettava. Jos A on niiden perugjoukon Salkioiden x joukko, jotka toteuttavat endon P(x) €li joille
lause P(x) on tosi, niin merkitsemme

A={xI S|P(x)}
Esmerkki 3. Parittomien positiivisten kokonaislukujen muodostama joukko.
Olkoon  luonnollisten lukujen O, 1, 2, 3, ... joukko. Tall6in joukko
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C={kl |k=2n+1,nT }
on parittomien positiivisten kokonaislukujen 1, 3, 5, ... muodostama joukko.
Esimerkiks 71 C, koska luku 7 voidaan esittda muodossa

7=23+1
jossa 31 . Sensijaan esimerkiksi 81 C.

2.2. Venn-diagrammit

Joukko-opin kasitteitéa ja operaatioita voidaan
havainnollistaa ns. Venn-diagrammien avulla.

Venn-diagrammi konstruoidaan seuraavalla tavalla:
(i) Kuvataan perugjoukkoa suorakaiteella.

(i) Kuvataan perusoukossa méariteltyjajoukkoja
suorakaiteen osa-alueilla.

Venn-diagrammi oikealla havainnollistaa sitd, ettajoukko
A on perugjoukossa S méaritelty joukko. Lisaks kuva

havainnollistaa sitg, ettd perugoukon Salkio x on S
joukon A akio:

xI A
japerugoukon Salkio y el ole joukon A akio:
yi A

2.3. Osajoukko
Olkoot joukot A ja B perugoukossa S méariteltyja joukkoja.
Jos jokainen joukon B akio on my6s joukon A akio eli
xI Bp xI A
niin joukko B on joukon A osaj oukko ja merkitsemme
BI A
Havainnollistus: ks. Venn-diagrammia oikealla.

Esimerkki 1. Parittomien positiivisten kokonais- A
lukujen muodostama joukko.

Joukko

C={kl |k=2n+1,nT } S
on parittomien positiivisten kokonaislukujen muodostama joukko. Olkoon

D={3,5,709, 11}
Taldin

DI C
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2.4. Tyhja joukko

Joukko on tyhj4, jos siina el ole yhtéan akiota. Merkitsemme tyhjaa joukkoa symbolilla

£

Tyhjajoukko on kaikkien joukkojen osgjoukko. Jos siis A on perugioukon S mielivaltainen

osgjoukko, niin
£l A

2.5. Joukko-opin perusoperaatiot

Olkoot joukot A ja B perugoukon S osgoukkoja. Tarkastelemme seuraavien joukoista A jaB

johdettujen perugioukon S osgjoukkojen méarittelemista:
(i)  Joukon A komplementtijoukko.

(i)  Joukkojen A jaB unioni €i yhdiste.

(i)  Joukkojen A jaB leikkaus.

(iv) Joukkojen AjaB erotus.

Komplementtijoukko
Olkoon joukko A perusjoukon S osgoukko.

Joukon A komplementti A° on niiden perus-
joukon Salkioiden joukko, jotka eivat kuulu
joukkoon A:

A={xl S|xI A
Esmerkki 1.
Olkoon
S={1,2 3, 45,6} A°
ja
A={2, 4,6} S
Taldin
A°={1, 3, 5}
Yhdiste
Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.
Joukkojen A jaB unioni €li yhdiste AE B on niiden
perusioukon Salkioiden joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A tai joukkoon B:
AEB={xI S|xi Atai xi B}
Huomaa, et lause A/ AEB \B
"xI Atai xI B"
S
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tarkoittaa tassa sitg, etta alkio x saa kuulua joukkoon A tai joukkoon B tai molempiin.

Esmerkki 2.
Olkoon
A={1,2}
ja
B={2, 3,4}
Talbin
AEB=1{1,2 3,4}
Leikkaus

Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.

Joukkojen A jaB letkkaus ACB on niiden perus-
joukon Sakioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon
A jajoukkoon B:

ACB={xI S|xI Ajaxi B}

Esmerkki 3.
Olkoon Y B
A={1,2}
ja
B={2 3 4 S
Talin
ACB={2}
Pistevieraat joukot
Jos
ACB= A&
niin sanomme, ettajoukot A ja B ovat pistevieraita.
Siten pistevieraillajoukoilla e ole yhteisia alkioita.
Esmerkki 4.
Olkoon
A={1,2}
ja
B={3, 4}
Tallgin S
ACB= A&
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Erotus
Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.

Joukkojen A ja B erotus A\B on niiden perusjoukon
Salkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A,
mutta eivat kuulu joukkoon B:

AB ={x|xI Ajaxi B}

Selvasti
AB = ACB° A B
Esmerkki 5.
Olkoon
A={1,2} S
ja
B={2, 3, 4}
Taloin
AB ={1}
B\A={3, 4}
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3. Todennéakdisyyslaskennan peruskasitteet

3.1. Satunnaisilmiot

3.2. Todennakdoisyyslaskennan peruskasitteet
3.3. Todennakoisyys ja sen perusominaisuudet
3.4. Klassinen todennékdisyys

3.5. Empiirinen todennakoisyys

3.6. Todennakdisyys mittana

3.7. Todennakoisyyden frekvenssitulkinta

Tassa luvussa tarkastellaan todennak 6isyydaskennan peruskasitteitéa: satunnaisiimio, otos-
avaruus, tapahtuma jaalkeistapahtuma. Liséks tarkastelemme todennak 6isyyden perus-

maéritteleminen esitettyihin todenndkoisyyden naiivethin maaritelmiin.

Avainsanat:

Alkeistapahtuma, Alkio, Empiirinen todennakdisyys, Frekvenssi, Frekvenssitulkinta, Joukko,

Klassinen todennakoisyys, Koetoisto, Komplementtitapahtuma, Lukumaarafunktio, Mahdoton

tapahtuma, Mitta, Osajoukko, Otosavaruus, Perusjoukko, Sattuma, Satunnaisilmid, Satunnaiskoe,

Suhteellinen frekvenssi, Suhteellinen osuus, Suotuisa alkeistapahtuma, Symmetrisyys,
Tapahtuma,

Todennakoisyys, Tulosvaihtoehto, Tyhja joukko, Varma tapahtuma
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3.1. Satunnaisilmiot

Luvussa Johdanto esitimme satunnaisiimidlle seuraavan mééritelman: Reaalimaailman ilmié on
stokastinen ilmid eli satunnaisilmio, jos silla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Hmi6 voi pagtya alkutilastaan useisiin erilaisiin lopputiloihin ei ilmi6ll& on useita erilaisia
vaihtoehtoisia tuloksia.

(i)  Hmion akutilan perusteella el voida ennustaa tarkasti ilmion lopputilaa li sitd, mika ilmion
mahdollisista tul osvaihtoehdoista realisoituu eli toteutuu.

(i) Vakkailmion lopputilaa ei voida ennustaa tarkasti, tulosvaihtoehtojen suhteellisten
frekvenssien eli osuuksien voidaan nahda ilmion toistuessa kayttaytyvan sdannénmukai sesti.

Kutsumme satunnaisimidita satunnaiskokei ks ja satunnaisiimion esiintymisié koetoistoiks.

3.2. Todennakoisyyslaskennan peruskéasitteet
Todenndkoisyyslaskennan peruskasitteet ovat alkei stapahtuma, otosavaruus ja tapahtuma:

(i) Sanomme, ettd satunnaisiimion tulosvaihtoehto on alkeistapahtuma, jos satunnaisiimita ei
voida”purkaa’ sita akeellisempiin tulosvaihtoehtoihin

(i)  Kutsumme satunnaisiimion tai satunnaiskokeen kaikkien alkeistapahtumien muodostamaa
joukkoa otosavaruudeksi.

(i)  Satunnaisiimion tapahtumalla tarkoitetaan jotakin otosavaruuden alkioiden muodostamaa
joukkoa.

Merkitsemme otosavaruutta tavallisesti isolla kirjaimella S (otosavaruus = engl. sample space) jasen
akioita pienella kirjaimella s. Jos alkeistapahtuma eli alkio s kuuluu otosavaruuteen S, niin
merkitsemme

sl S
Jos alkeistapahtuma s el kuulu otosavaruuteen S merkitsemme

sl S
Otosavaruus S muodostaa siis sen perug oukon, jossa satunnaisiimion tulosvaihtoehtoja tarkastellaan.
Koska satunnaisiimi6té el voida purkaa akeistapahtumia alkeellisempiin tulos-vaihtoehtoihin, niin

alkeistapahtumat ovat otosavaruuden alkioita. Tarkasteltavan satunnaisiimion tapahtumat ovat
otosavaruuden Salkioiden eli akeistapahtumien muodostamia otosavaruuden S osajoukkoja.

Siten voimme asettaa todennakoi syyslaskennan ja joukko-opin peruskasitteet vastaamaan seuraavalla
tavallatoisiaan:

Otosavaruus « Perugjoukko
Tapahtuma « Perugoukon osajoukko
Mahdoton tapahtuma  « Tyhjajoukko
Alkeistapahtuma «  Alkio

Kun sanomme, etta jokin tapahtuma sattuu, tarkoitamme talla aina sitd, etta jokin tapahtumaan
liittyvista alkel stapahtumista sattuu.
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Esmerkki 1. Sukupuolen maaraytyminen satunnaisiimiona.
Satunnaisiimi®: Lapsen sukupuolen méaraytyminen
Otosavaruus:

S={Tytto, Poika}
Alkeistapahtumat:
Tyttd, Poika

Esmerkki 2. Nopanheitto satunnaisiimitna.
Satunnaisiimié: Nopanheitto
Otosavaruus: Nopan silméukujen joukko

S={1,23,4,5, 6}
Alkeistapahtumat: Silmaluvut
1,2,3,45,6
Esimerkki tapahtumasta:
A =" Silméluku on parillinen” = {2, 4, 6}

Esmerkki 3. Kahden nopan heitto satunnaisiimiona.
Satunnaisiimi: Kahden nopan heitto
Otosavaruus S Silmélukuparien (i, j) (36 kpl) joukko, jossa

i = 1. nopanheiton silméluku, i = 1, 2, 3,4, 5, 6

] = 2. nopanheiton silméluku, j =1, 2, 3, 4, 5, 6
Siten

S={(,j)]1=4,2,34,56; j =1,2,34,5,6}

Otosavaruuden Sakiot on kétevinta esittaa taulukkomuodossa seuraavalla tavalla:

@, ) j =tulos 2. nopan heitosta
i = tulos

1. nopan- 1 2 3 4 5 6

heitosta
1 1Dl @2]1@3)]@,49](@5)](@n6)
2 2,102,213 ](2,49](2)5)](2,6)
3 GB1D[B2]133)](3,4](35)](3,6)
4 41014,2]143)]4,49]45)]4,6)
5 51 [5,2]1653)]5,4]((5,)5) ] (5,6
6 6,1) | (6,21 (6,3) | (6,4) ] (6,5) | (6,6)

Olkoon
A = "Kummallakin nopanheitolla saadaan sama siimauku”
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= {11, (22),(33),(44), (55), (6,6)}
= {(i,)T1 Sli=j,j=1,234,5,6}
Talin
Al S
2,21 A
(6,51 A
Sanomme, etta tapahtuma on varma, jos se esintyy aina, kun satunnaisilmio toistuu. Otosavaruus S

itse on selvasti varma tapahtuma. Sanomme, etta tapahtuma on mahdoton, jos se el voi esiintya
koskaan, kun satunnaisiimio toistuu. Tyhj& joukko A on selvasti mahdoton tapahtuma.

Esmerkki 4. Rahanheitto.
Satunnaisiimi6: Rahanheitto.
Otosavaruus:
S={Kruuna, Klaava}
Koska rahaa heitettéessa tuloksena on aina kruunatai klaava, niin Son varma tapahtuma.
Esmerkki 5. Nopanheitto.
Satunnaisiimid: Nopan heitto.
Otosavaruus: Silmalukujen joukko
S={1,23,4,5,6}

Koska tavallista noppaa heitettdessa tuloksena el voi ollasiiméluku 7, niin {7} on noppaa
heitettéessd mahdoton tapahtuma.

3.3. Todennakoisyys ja sen perusominaisuudet
Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma eli olkoon
Al S

Pr(3
on joukkofunktio, joka liittd& jokaiseen otosavaruuden Stapahtumaan A reaaliluvun:
Pr(AT

Todennakoisyyden perusominaisuudet
()  Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma. Tall6in

0£Pr(A) £1

(i) Samaistetaan tyhja joukko A ja mahdoton tapahtuma ja sovitaan, etta
Pr(/) =0

(i) Samaistetaan otosavaruus Sja varma tapahtuma ja sovitaan, etta
Pr(9 =1
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Todennakoisyyksien vertailu

Jos
Pr(A) > Pr(B)
niin sanomme
" Tapahtuma A on todennak 6isempi kuin tapahtuma B”
tal

Todennakoisyyksien vertailu ja todenndkoisyyden frekvenssitulkinta

Mitéa todennékdi sempi tapahtuma on, sitd useammin tapahtumalla on taipumus esiintya satunnais-
ilmidn toistuessa eli sité suurempi on (yleensd) tapahtuman havaittu suhteellinen frekvenss ja mita
epatodennakaoi sempi tapahtuma on, sitd harvemmin tapahtumalla on taipumus esiintya satunnais-
ilmion toistuessa eli sité pienempi on (yleensd) tapahtuman havaittu suhteellinen frekvenssi.

3.4. Klassinen todennékdisyys

Symmetriset alkeistapahtumat
Oletetaan, etté darellisen otosavaruuden
S={s, % ..., S}

alkeistapahtumat
s,i=1,2,...,n
ovat yhta todennékoisia eli
Pr(s) :E 1=12K,n
n
Tall6in sanomme, etta alkeistapahtumat 5,1 =1, 2, ..., n ovat symmetrisia. Klassisen toden-

nakaoisyyden maaritelma edellyttda sitg, ettd otosavaruus on aarellinen ja sen akeistapahtumat ovat
symmetrisia

Alkeistapahtumien symmetria ja uhkapelit

Useimmissa uhkapeleissa pelin sadnnot edellyttavét, ettd peliin liittyvat alkeistapahtumat ovat

symmetrisia.

Tyypillisia uhkapelien séénndissa esitettyja symmetriavaatimuksia ovat seuraavat:

(i) Kaéytettavien pelivalineiden (esim. nopan, rahan tai rulettipyoran) on oltava fysikaalisesti
symmetrisia.

(i) Kaytettavilla pelivdineilla (esm. arpalipuillata korteilla) on oltava sama todennakoi syys

tulla valituiksi tai jaetuiksi. Huomaa, etta tama vaatimus edellyttda pelivalineiden (esim.
arpalippujen tai korttien) huolellista sekoittamista.

Otosavaruuden alkeistapahtumien symmetrisyytté voidaan vain harvoin perustella uhkapelien
ulkopuoléella. Oletus alkeistapahtumien symmetrisyydestéa on oletus, jota voidaan testata
tilastollisesti, jos ko. satunnaisiimiosta kerét&an havaintoja.
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Lukumaarafunktio

Olkoon
n, =n(A)

funktio, joka kertoo joukon A alkioiden lukumaaran. Jos siis
A={a,a, K, a}

on darellinen joukko, jonka akioiden lukumaara on k, niin
n, =n(A) =k

Kutsumme funktiota n(3 lukumaarafunktioksi.

Klassisen todennako6isyyden méaaritelma

Pr.(A) saadaan méarddmalla tapahtumalle A suotuisien alkei stapahtumien osuus kaikista
mahdollisista alkeistapahtumista €li

pr(A) =12 = A
ns  n(S)
jossa
n,=n(A) = tapahtumalle A suotuisien akeistapahtumien lukumaara
= joukkoon A kuuluvien alkeistapahtumien lukumééra
ja

ng =n(S) = kaikkien mahdollisten alkeistapahtumien lukumaara
= otosavaruuteen Skuuluvien alkeistapahtumien lukumééra

On helppo néhd, ettéd klassisella todennakdisyydella on edelld esitetyt todennakdisyyden perus-
ominaisuudet.

Perustelu:
Oletetaan, etta
nS=n
(i)  Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma ja
n(A) = k
Koska
Al S
niin
N(A) =kE£n=n(9
Siten
O£ Pr (A (A :E£1
nsS) n
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(i) Koska
n(A) =0
niin
n 0
(/B :% :E =
(i) Koska
n(S =n
niin
Pr(5) =" =1
n(s)

3.5. Empiirinen todennakoisyys
Tarkastellaan satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa siten, etté seuraavat ehdot patevét:
(i) Kokeen olosuhteet sdilyvat muuttumattomina koetoistosta toiseen.

(i) Koetoistot ovat riippumattomia siind mielessd, etta yhdenk&an koetoiston tulos € riipu siita
mita tuloksia muissa koetoistoissa saadaan.

Tarkkaillaan tapahtuman A esiintymista koetoistojen aikana. Jos tapahtuman A suhteellinen
frekvenss eli osuus koetoistoista lahestyy jotakin kiinteété lukua koetoistojen lukuméaran kasvaessa
rgjatta, lukua kutsutaan tapahtuman A empiiriseks todennakdisyydeksi.

Oletetaan, etté satunnaiskoetta toistetaan n kertaa. Olkoon f, tapahtuman A frekvenss eli luku-
maar & koetoistojen joukossa. Taldin
fa
n
on tapahtuman A suhteellinen frekvenss eli suhtedllinen osuus koetoistojen joukossa.

On helppo néhda, etta tapahtuman A suhteellisella frekvenssilla koetoistojen joukossa on edella
esitetyt todenndk6isyyden perusominaisuudet.

Perustelu:
Oletetaan, etta satunnaiskoetta toistetaan n kertaa.
()  Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma, joka esiintyy fa kertaa toistojen alkana.

Koska
OEfaEnN
niin
O£k £1

n
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(i)  Jostapahtuma A ei satu yhtéan kertaa, niin
fA =0
ja

(iii)  Jos tapahtuma A sattuu joka kerran, niin
fA =n

ja

Jos koetoistojen lukumaaran n annetaan kasvaa rgjatta ja talloin (jossakin mielesss)
n
niin luku p on tapahtuman A empiirinen todennak6isyys.

3.6. Todennakoisyys mittana

Todenndkoisyys on mitta, joka mittaa satunnaisiimion tapahtumien sattumisen mahdollisuutta. On
syyta huomata, ettd K olmogorovin aksioomien mukaan todennakéisyys on mitta matemaattisen

3.7. Todennakoisyyden frekvenssitulkinta
Oletetaan, etté toistamme jotakin satunnaiskoetta ja tarkkailemme jonkin tapahtuman suhteellisen

ko. tapahtuman suhteellinen frekvenss vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toi seen, mutta saa keski-
maarin ko. tapahtuman todennakoisyytta lahell & olevia arvoja. Vahvistavatko havainnot tdman on

empiirinen kysymys.
Olkoon tapahtuman A todennakdisyys
Pr(A) =p

Oletetaan, etté sit satunnaiskoetta, jonka tulosvaihtoehtona tapahtuma A on, toistetaan n kertaa.
Tall6in todenndkdisyyden frekvenssitulkinnasta seuraa, etta on odotettavissa, etta tapahtuman A
frekvenssi f on lahella lukua

np
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4. Todenné&kdisyyslaskennan peruslaskusaannot

4.1. Todennakoisyyslaskennan perusoperaatiot ja -laskusaannot
4.2. Todennakoisyyslaskennan perusoperaatiot

4.3. Todennakoisyyslaskennan peruslaskusaannot

4.4. Ehdollinen todennakdisyys ja riippumattomuus

Tarkastelemme tassé luvussa todennakdisyysaskennan perusoperaatioita ja -laskusaantoj a.

Teemme operaatiot jalaskuséannot ilmeisiks Venn-diagrammien ja esimerkkien avulla
Aksiomaattista |&hestymistapaa todenndk 6isyyslaskennan laskusdantdjen todistamisessa tarkastellaan

Avainsanat:

Alkeistapahtuma, Ehdollinen todennékdisyys, Ehtotapahtuma, Erotus, Joukko, Komplementti,
Leikkaus, Mahdoton tapahtuma, Otanta, Otanta palauttaen, Otanta palauttamatta, Otosavaruus,
Pistevieraus, Riippumattomuus, Satunnaisotanta, Tapahtuma, Todennakdisyys, Toisensa
poissulkevuus, Tulosaantd, Unioni, Varma tapahtuma, Venn-diagrammi, Yhdiste, Yhdistetty
tapahtuma, Yhteenlaskusaanto, Yleinen tulosaanta, Yleinen yhteenlaskusaanto
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4.1. Todennakoisyyslaskennan perusoperaatiot ja -laskusaannot

Todennakdisyyslaskennan perusoper aatioilla tarkoitetaan joukko-opin operaatioita, joillajonkin
satunnaisiimion tapahtumista johdetaan uusia tapahtumia.

Todennakoisyyslaskennan peruslaskusadnnailla tarkoitetaan laskusaantoja, joilla uusien,
todennakdisyyslaskennan perusoperaatiolla johdettujen tapahtumien todennakisyydet méarétaan
niiden tapahtumien todenndkdisyyksien avulla, joista uudet tapahtumat on johdettu.

Olkoon Sotosavaruus €li tarkasteltavan satunnaisiimion alkeistapahtumien muodostama joukko. Jos
A on tarkasteltavan satunnaisiimion tapahtuma, niin se on alkiot ovat otosavaruuden S alkels-
tapahtumia. Siten tapahtumat ovat tarkasteltavaan satunnaisilmioon liittyvan otosavaruuden S
0sajoukkoja.

Jos siis A on jokin otosavaruuden Stapahtuma, niin
Al S

eli
sl Ab sl S

jossa s on tapahtumaan A kuuluva alkei stapahtuma. Kun sanomme, etta tapahtuma A sattuu,
tarkoitamme sitg, etté jokin tapahtumaan A kuuluvista alkeistapahtumista s sattuul.

Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia. Jokaista operaatiota, jolla tapahtumista A jaB
johdetaan uusia tapahtumia, vastaa jokin joukko-opin oper aatio. Todenndkoisyydaskennan ja
joukko-opin perusoperaatiot vastaavat seuraavallatavallatoisiaan:

(i) TapahtumaA e satu eli tapahtuman A komplementtitapahtuma ei-A sattuu
« Joukon A komplementti A°
(i) Tapahtuma A sattuu tai tapahtuma B sattuu tai molemmat sattuvat
« Joukkojen A ja B unioni €li yhdiste AEB
(i) Tapahtuma A sattuu ja tapahtuma B sattuu
« Joukkojen A ja B leikkaus ACB
(iv) Tapahtuma A sattuu ja tapahtuma B el satu
« Joukkojen A jaB erotus A\B

4.2. Todennakoisyyslaskennan perusoperaatiot

Venn-diagrammit
Joukko-opin operaatioita ja laskusééntdjé voidaan havainnollistaa Venn-diagrammien avulla:
() Kuvataan otosavaruutta Ssuorakaiteella, jonka pinta-ala vastaa koko otosavaruuden toden-
nakoisyytta
Pr(9=1

(i) Kuvataan tapahtumaa A1 Ssuorakaiteen osa-aluedla, jonka pinta-ala vastaa tapahtuman A
todennakoisyytta
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Pr(A)

Kuva oikealla havainnollistaa V enn-diagrammia,
jossaAl S

Venn-diagrammien kaytto todennékoisyyslaskennan
operaatioiden jalaskusadantdjen havainnollistuksissa
perustuu mielikuvaan todennakdisyydesta tapahtumien
sattumisen mahdollisuuden mittana.

Todennakadisyys kayttaytyy mittana samallatavalla kuin
pinta-alamitta paits, etta todenngkdisyysmitallaon
yl&rgjana varman tapahtuman todennakdisyys 1.

On syytéd huomata, etté todennakdisyyslaskennan
operaatioiden ja laskusdéantdjen havainnollistus Venn- S
diagrammin avulla ei ole sama asia kuin sé&nndn todistus.

Todenndko6isyydaskennan laskusaantojen todistamista

Huomautus:

Todenndko6isyyslaskennan operaatioita ja laskusééntdjé voidaan havainnollistaa myo6s ns.

Tapahtuman A komplementti
Olkoon
Al S
otosavaruuden Stapahtuma.
Tapahtuman A komplementtitapahtuma
A°="Ad satu”’ = ei-A

on niiden alkeistapahtumien joukko, jotka eivat
kuulu joukkoon A:

A°={sl S|si A}
Ks. kuvaaoikealla.

AC

Tapahtumien A ja B yhdiste
Olkoot
Al S,BI S
otosavaruuden Stapahtumia.
Tapahtumien A jaB unioni €li yhdiste
AE B ="A sattuu tai B sattuu”

on niiden alkeistapahtumien joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A tai joukkoon B tai molempiin: 7

AEB={sl S|si Ataisi B} A AEB B
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Ks. kuvaa oikealla.

Tapahtumien A ja B leikkaus
Olkoot
Al S,BI S
otosavaruuden Stapahtumia.
Tapahtumien A jaB leikkaus
ACB ="A sattuu ja B sattuu”

on niiden alkeistapahtumien joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A ja joukkoon B:

ACB={sl S|sl Ajasi B}
Ks. kuvaa oikealla.

Tapahtumien A ja B erotus
Olkoot
Al S,BI S
otosavaruuden Stapahtumia.
Tapahtumien A jaB erotus
A\B = "A sattuu, mutta B & satu”

on niiden alkeistapahtumien joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A, mutta eivat kuulu joukkoon B:

AB={sl S|sT Ajasl B} =ACB°
Ks. kuvaa oikedla.

4.3. Todennakoisyyslaskennan
peruslaskusaannot

Oletetaan, etté tunnemme tapahtumien A ja B todenndkdisyydet. Tehtavana on maar ata seuraavat

todennakdisyydet:
(i) Todenndkdisyyssille, ettd A el satu.

(i) Todenndkdisyyssille, ettd A sattuu tai B sattuu tai molemmat sattuvat.

(i) Todenndkdisyys sille, ettd A sattuu ja B sattuu.
(iv) Todenndkdisyyssille, ettd A sattuu, mutta B el satu.
Esmerkkisarja 1: Eduskunta.

Todenndk6isyydaskennan laskusééntdja havainnollistetaan tassa luvussa usellla esmerkelllg,
joissa valitaan satunnaisesti yksi tai useampia kansanedustajia kaikkien kansanedustajien
joukosta. Esimerkeissa eduskunnan kokoonpano on vuoden 1999 eduskuntavaalien

tuloksen mukainen.
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4. Todennékoisyyslaskennan peruslaskusdannot

Edustgan valintaa satunnaisesti voidaan kuvata arvontana, joka toteutetaan esim. seuraavalla

tavalla:
(1)
2
©)
(4)

Asetetaan jokaista edustajaa vastaamaan ar palippul.

Pannaan arpaliput uurnaan.
Sekoitetaan uurnan sisdlto huolellisesti.
Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava edustgja valitaan.

Arvontaa voidaan toistaa kahdella erilaisella tavala:

()  Nostettu arpalippu palautetaan noston jalkeen uurnaan ja uurnan sisdlto sekoitetaan
huoldllisesti. Tall6in sama edustgja voi tullavalituks uudelleen.

(i)Nostettua arpalippua el palauteta noston jalkeen uurnaan. Tall6in sama edustaja e voi
tulla vaituks kuin kerran.

Arvontamenetelmda (i) on tapana kutsua otoksen poimimiseksi palauttaen i

takaisinpanolla, kun taas arvontamenetelmaa (ii) on tapana kutsua otoksen poimimiseks
palauttamatta eli ilman takaisinpanoa. Esimerkiks |ottoarvonnassa sovelletaan otantaa
ilman takaisinpanoa.

Edustgapaikkojen jakautuminen vuoden 1999 vaaleissa:

Puolue | Paikat |Miehet|Naiset
SDP 51 29 22
Kesk 48 35 13
Kok 46 29 17
Vas 20 14 6
RKP 12 9 3
Vihr 11 2 9
SKL 10 7 3

PS 1 1 0
Rem 1 1 0
Yhteensa| 200 127 73

Esmerkkisarja 2: Korttipakka.

Todenndko6isyydaskennan laskusaantoja havainnollistetaan tassa kappaleessa useilla
esmerkeill, joissa poimitaan satunnaisesti pelikortteja hyvin sekoitetusta korttipakasta.

Oletamme, etté korttipakassa on 52 korttia (pakassa el siis ole jokereita).
Korttipakka jakautuu 4:88n maahan:
Pata, Hertta, Ruutu, Risti
Jokaisessa maassa on 13 korttia:

A K QJ10,928,76,5,4,3,2
Sanomme, etta seuraavat kortit ovat kuvakortteja:
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A = Assi (kortti, jonka numerona on 1)
K = Kuningas

Q = Kuningatar

J = Sotilas

Komplementtitapahtuman todennakdisyys

Olkoon A otosavaruuden Stapahtuma ja oletetaan, etta
tapahtuman A todennakdisyys on Pr(A).

Talloin tapahtuman A komplementtitapahtuman
A°="Ae satu” ={s1 S|sl A}
todennakdisyys on
Pr(A°) = 1— Pr(A)
Esmerkki 1. Eduskunta.
Vuoden 1999 eduskunnassa:

Nsosialiestit = Nspp + Nvas
=51+20=71
Neiosaliesit = 200 - Nsosialiestit
=200- 71=129
Valitaan satunnaisesti yksi edustagja. Todenndkoisyys, etta valittu edustaja on ei-sosialisti on
71 129

Pr(Ei-sosialisti) =1- Pr(Sosialisti) =1- —— = 2> =0.645
200 200

Toisensa poissulkevat tapahtumat
Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia.

Tapahtumat A jaB ovat toisensa poissulkevia, jos
tapahtumat A ja B elvat voi sattua samanaikaisesti. Taloin
tapahtumat A ja B ovat otosavaruuden S osgjoukkoina
pistevieraita eli niiden leikkaus on tyhj&:

ACB=A
Esmerkki 2. Eduskunta.

Y ksikddn kansanedustgja ei voi olla samaan aikaan
kahden eri puolueen jésen.

Valitaan satunnaisesti yksi edustajaja olkoon

A = "Edustgja kuuluu vasemmistoliittoon”
ja

B = "Edustgja kuuluu kokoomukseen”

Tal6in tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia, milla siistarkoitetaan sitg, etta A jaB
ovat pistevieraitajoukkoina:
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ACB =/

Yhteenlaskusaanto toisensa poissulkeville tapahtumille

Olkoot A ja B otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan, etta tapahtuman A todennédkdisyys on Pr(A),
tapahtuman B todennékdisyys on Pr(B) ja oletetaan lisdks, etta tapahtumat A ja B ovat toisensa
poissulkevia eli

ACB= /A&
Talloin tapahtumien A ja B unionin eli yhdisteen
AEB ="A sattuu tai B sattuu” = {sT S|si Ataisl B}
todennakdisyys on
Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B)
Esmerkki 3. Eduskunta.
Vuoden 1999 eduskunnassa:
Nsosialiesit = Nspp + Nvas = 51 +20=71
Valitaan satunnaisesti yksi edustgja. Todennakdisyys, etté valittu edustaja on sosialisti on

51, 20 _ 71 0355,

Pr(Sosidisti) = Pr(SDP) + Pr(Vas) = —— + -~ =
200 200 200

Yleistetty yhteenlaskusaanto toisensa poissulkeville tapahtumille

Olkoot Ay, A,, ... , A« otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan, etta tapahtuman A; todenndkdisyys
on

Pr(A),i=1,2, ...,k
jaoletetaan lisaksi, ettatapahtumat A, Ay, ... , Ac Ovat pareittain toisensa poissulkevia, jolloin

ACA=/Iil]
Talloin tapahtumien Ay, A, ... , Acyhdisteen

AE AE - E A = "A sattuutai A, sattuu tai ... tai Ag sattuu”

= {sl S|sl Ajtaisl Axtai...taisT A}

todennadkdisyys on

Pr(ALE AE - E A) = Pr(Ay) + Pr(A) + - + Pr(A)

Tapahtumien riippumattomuus

Tapahtuma A on riippumaton tapahtumasta B, jos tapahtuman B:n sattuminen (tai sattumatta
jé@minen) el vaikuta tapahtuman A sattumisen todennakdisyyteen.

Riippumattomuus on symmetrinen ominaisuus. Jos tapahtuma A on riippumaton tapahtumasta B, niin
tapahtuma B on riippumaton tapahtumasta A. Riippumattomuuden symmetrisyyden takia sanomme
yksinkertaisesti, etta

" Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia”
Merkitsemme tapahtumien A ja B riippumattomuutta usein seuraavalla tavalla:
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AN B
Riippumattomuuden kasite saa lisévalaistusta ehdollisen todennakoisyyden késitteestd; ks. kappaletta
Ehdollinen todennak isyys.
Esmerkki 4. Rahanheitto.

Jos heitamme toistuvasti rahaa, on jarkevaé olettaa, ettd yhdenkadan heiton tulos &l riipu
aikaisemmin tehtyjen heittojen tuloksista.

Esmerkki 5. Arvonta.

Nostetaan uurnasta toistuvasti arpalippuja niin, etta jokaisen noston jalkeen nostettu lippu
palautetaan uurnaan ja uurnan sisaltd sekoitetaan huolellisesti (eli arpalippujen nostossa
sovelletaan otantaa takaisinpanolla). Tal6in on jarkevéi olettaa, etta nostojen tulokset
eivét riipu aikaisemmin tehtyjen nostojen tuloksista.

Riippumattomuus vs riippuvuus

Alkeistilastotieteen esityksissa oletetaan tavallisesti, etta satunnaisiimitté koskevat havainnot ovat
riippumattomia. Monissa tilastotieteen tutkimusasetelmissa oletus havaintojen riippumattomuudesta
on kuitenkin liian rgjoittava. Esimerkiks ennustaminen aikasarja-analyysissa perustuu sihen, etta
tulevaisuus riippuu aikasarjan historiasta.

On syytd huomata, etta riippumattomuus on oletus, jota voidaan testata tilastollisesti.

Tulos&éanto riippumattomille tapahtumille

Olkoot A ja B otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman A todenndkdisyys on Pr(A), tapahtuman
B todenndkdisyys on Pr(B) jaliséksi, etta tapahtumat
AjaB riippumattomia.

Talloin tapahtumien A ja B leilkkauksen
ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|si Ajasi B}
todennadkdisyys on
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B)

On osoittautunut jarkevaks pitda tapahtumia A ja B N
riippumattomina, jos javain jos tulosaanto

Pr(AGB) = Pr(A)Pr(B)

pétee.
Esmerkki 6. Tulosddnnon intuitiivinen perustelu.
Tarkastellaan TV -vastaanottimien laadunvalvontaa. Oletetaan, etté vastaanottimissa voi
esintyakaks erilaista vikaa:
A ="Kuvaputki ei toimi”
B ="Vahvigtin e toimi”
Oletetaan lisakg, ettaviat syntyvét toisistaan riippumatta.
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Laadunvalvonnassa on todettu, etté vika A esiintyy 5 %:ssa valmistettuja TV -vastaanottimia ja
vika B esiintyy 3 %:ssa valmistettuja TV -vastaanottimia

Siitg, ettaviat A jaB syntyvét toisistaan riippumattomatta seuraa:
(i) 3%:ssaniistd TV-vastaanottimia, joissa on vika A, on my6s vika B.
(i) 5 %:ssaniistd TV-vastaanottimia, joissa on vika B, on my6s vika A.
Siten niiden TV -vastaanottimien osuus, joissa on seka vika A ettéa vika B on
0.03" 0.05 =0.0015 = 0.15 %
Saatu tulos vastaa riippumattomien tapahtumien tulosdantoa Olkoon
ACB ="Kuvaputki e toimi ja vahvistin ei toimi”
Taloin
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B) = 0.03" 0.05 = 0.0015
Esmerkki 7. Rahanheitto.
Heitetd8n rahaa kaks kertaa jatarkastellaan tapahtumia
A ="Kruunal. heitolla’
B = "Kruuna 2. heitolla’
Voimme olettaa, ettétapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
Oletetaan, etta
Pr(Kruuna) = Pr(Klaava) =1/2
Taloin

Esmerkki 8. Korttipakka.
Nostetaan korttipakasta satunnaisesti 1 kortti ja tarkastellaan seuraavia tapahtumia:
A ="Kaortti on pata’
B ="Kortti on &ss&’
Koska korttipakassa 13 pataa ja 4 assda, niin
13 _1

Pr(A)zg—Z

4.1
52 13
Tarkastellaan yhdistettya tapahtumaa

ACB = "Kortti on patagssd’
Koska pataéssia on tasmélleen 1 kappale, niin
1

Pr(AGB) ==

Pr(B) =
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Koska
1 11
Pr(AC B) =— =—x-=Pr(A) Pr(B
(C)52 133 (A) Pr(B)

voimme pitda tapahtumia A ja B riippumattomina.

Intuitiivinen perustelu tulosdanndn soveltamiselle: Korttipakan korteista 1/4 on patojaja1/13
on assid. Myos niista korteista, jotka ovat patoja 1/13 on assia. Siten patagssien osuus kortti-
pakan korteistaon

11 1
X =
13 4 52
Yleistetty tulosaanto riippumattomille tapahtumille

Olkoot Ay, A,, ... , A« otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan, etta tapahtuman A; todenndkdisyys
on

Pr(A),i=1,2, ...,k
Sanomme, etta tapahtumat A, Ay, ... , Acovat riippumattomia, josjavain jos kaikille leikkauksille
AGACLCA
joissa
{i,,i,, K,i} 1 {12K K}
patee:
Pr(A,.CA CLCA )=Pr(A) Pr(A) L"Pr(A)
Merkitsemme tapahtumien Aq, A, ... , A riippumattomuutta usein seuraavallatavalla:
AAK AN
Esmerkki 9. Rahanheitto.
Heltetdan rahaa 10 kertaa ja tarkastellaan tapahtumia
A ="Kruunai. heitolla” ,i=1, 2, ... , k
VVoimme olettaa, etta tapahtumat A ovat riippumattomia.
Oletetaan, etta
Pr(A) = Pr(Kruunai. heitolla) =1/2,1=1, 2, ... , k
Taloin
Pr(10 kruunaa 10:11& heitolla)

= Pr(Kruunal. heitollaja Kruuna 2. heitollajal_ ja Kruuna10. heitolla)
= Pr(Kruunal. heitolla)” Pr(Kruuna 2. heitolla)” L." Pr(Kruunal0. heitolla)

10 kappaletta
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Todennakaoi syyden frekvenssitulkinnasta seuraa: Jos suuresta joukosta ihmisia jokainen
pannaan heittamaan rahaa 10 kertaa, on odotettavissa, ettd suunnilleen yks tuhannesta
saa tulokseksi 10 kruunaa!

Yleinen yhteenlaskusaanto

Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman A todenndkdisyys on Pr(A), tapahtuman
B todennakdisyys on Pr(B) ja leikkaustapahtuman

ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|si Ajasi B}
todenndkoisyys on Pr(ACB).
Talloin tapahtumien A ja B unionin eli yhdisteen
AEB = "Asattuu tai B sattuu”
= {sl S|si Ataisi B}
todennakdisyys on S
Pr(AE B) = Pr(A) + Pr(B) - Pr(ACB)
Esmerkki 10. Yleisen yhteenlaskusddnnon motivointi.

Tilastojen mukaan 80 % japanilaisista on shintolaisiaja 80 % japanilaisista on buddhalaisia.
Kysymys. Onko 160 % japanilaisista shintolaisia tai buddhalaisia?

Vastaus: Ei, koska suuri osa japanilaisista noudattaa kummankin uskonnon menoja:
H&ét jarjestetdan tavallisesti shintolaisten menojen mukaan, kun taas hautajaiset
jarjestetédn tavallisesti buddhalaisten menojen mukaan.

Annetuista tiedoista voidaan paétella
80 % — 100 % japanilaisista on joko shintolaisiatai buddhalaisa
60 % — 80 % japanilaisista on seka shintolaisia etta buddhalaisia
Esmerkki 11. L evikkitutkimus.
Levikkitutkimuksessa saatiin selville, ettd eréén kunnan asukkaat lukevat Seuraaja Apua

seuraavasti:

Seura 20 %
Apu 16 %
SeurajaApu| 1%

Tallodin
Pr(Seuratai Apu) = Pr(Seura) + Pr(Apu) - Pr(Seura ja Apu)
:20+16_ 1_35 ~0.35
100 100 100 100

TKK O likka Mellin 44



Todennékoisyyslaskenta 4. Todennékoisyyslaskennan peruslaskusdannot

Erotustapahtuman todennako6isyys

Olkoot A ja Sotosavaruuden Stapahtumiaja oletetaan, ettd tapahtuman A todenndkoisyys on Pr(A)
jaleikkaustapahtuman

ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|sl Ajasi B}

todennadkoisyys on Pr(ACB).
Talloin erotustapahtuman
A\B " A sattuu, mutta B e satu”
{s1 S|sl Ajasl B}
ACB°
A B

todennadkdisyys on
Pr(A\B) = Pr(ACB®) = Pr(A) - Pr(ACB)
Esmerkki 12. K orttipakka. S

Nostetaan korttipakasta satunnaisesti 1 kortti ja tarkastellaan seuraavia tapahtumia:
A ="Kortti on pata’
B ="Kortti on kuva’
Taloin
A\B = "Kortti on pata, mutta ei ole kuvakortti”
Koska korttipakassa on 13 patakorttia, joista 4 on kuvia, niin
Pr(A\B) = Pr(A) - Pr(AC B)

13 4
52 52
9
52

Tulos on tietysti selva muutenkin, koska sellaisia patakortteja, jotka eivét ole kuvia on 9 kpl
eli kortit 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Tapahtumasta B seuraa tapahtuma A

Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman A todenndkdisyys on Pr(A) ja tapahtuman
B todenndkdisyys on Pr(B).

Oletetaan, etta jos tapahtuma B sattuu, niin
tapahtuma A sattuu.

Taloin
Bl A 4
jagis

Pr(B) £ Pr(A)
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Erotustapahtuman todennakoisyys, jos tapahtumasta B seuraa tapahtuma A

Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman A todenndkdisyys on Pr(A) ja tapahtuman
B todennakdisyys on Pr(B).

Oletetaan, ettajos tapahtuma B sattuu, niin tapahtuma A
sattuu, mika siis merkitsee sitg, etta

Bl A A\B
Talloin erotustapahtuman
A\B = "A sattuu, mutta B e satu”
= {si S|si Ajasi B} 4
= ACB°
todennakdisyys on S

Pr(A\B) = Pr(A) - Pr(B)

Yhdisteen todennékdisyys
Olkoot A jaB otosavaruuden Stapahtumia.
Talloin tapahtumien A ja B unionin eli yhdisteen
AEB = "Asattuu tai B sattuu”
= {sl S|si Ataisi B}
todennadkdisyys on
Pr(AE B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ACB)
= Pr(A) + Pr(B\A)
= Pr(B) + Pr(A\B)
= Pr(A\B) + Pr(B\A) + Pr(ACB) S

4.4. Ehdollinen todennékdisyys ja
riippumattomuus
Ehdollinen todennakoisyys

Olkoot A ja B otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etté tapahtuman B todenngkdisyys

Pr(B)L O
jaletkkaustapahtuman
ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|si Ajasi B}
todennakoisyys on Pr(ACB).
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Talloin tapahtuman A ehdollinen todenné&kdisyys ehdolla, etta tapahtuma B on sattunut
saadaan kaavalla
_Pr(ACB)

Pr(B)

Tapahtuman A ehdollinen todenndkaisyys ehdolla, etta tapahtuma B on sattunut, saadaan
maéaraamalla leikkaustapahtuman

ACB ="A sattuu ja B sattuu”

todennakoisyyden Pr(AC B) suhde tapahtuman B todenndkdisyyteen Pr(B). Tapahtuman A
ehdollinen todenndkaisyys ehdolla, etté tapahtuma B on sattunut voidaan siis ymmért&a niin, etta
tapahtumaan A liittyvid akeistapahtumia tarkastellaan rajoitettuna tapahtuman B indusoimaan
otosavaruuteen.

Pr(A|B)

Esmerkki 1. Ehdollisen todennak6isyyden kaavan motivointi.

Tarkastellaan toistuvaa satunnaisiimiota ja olkoot A ja B kaks ko. satunnaisiimioon liittyvaa
tapahtumaa.

Satunnaisiimion toistuessa jokai sella toistokerralla pétee:

(i)  Joko tapahtuma A sattuu tai tapahtuma A° = ei-A sattuu.

(i) Joko tapahtuma B sattuu tai tapahtuma B® = ei-B sattuu.

Oletetaan, etté ko. satunnaisiimion toistuessa tuloksena on seuraava tapahtumaparien jono:
A°B AB° A'B AB AB° A°B A°B°

Tass4 tapahtumajonossa tapahtuman A todenndkdisyys on

Pr(A) =2
7

jatapahtuman B todenndkdisyys on

Pr(B)=g

Lisdks leikkaustapahtuman
ACB ="A sattuu ja B sattuu”
todenndkdisyys on

PI(AG B) =%

Muodostetaan tassa tarkastellusta tapahtumaparien jonosta
A°'B AB° A°B AB A°B° A°B A°B°

karsittu jono, johon otetaan vain ne tapahtumaparit, joissa tapahtuma B on sattunut. Naméa
tapahtumaparit ovat

A°B A°B AB A°B

Tapahtuman A todenndkoisyys tassa karsitussa jonossa on 1/4.
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Toisadta ehdollisen todennakéi syyden kaavan mukaan
_Pr(ACB) Y7 _1

A=) 47 4

Siten tapahtuman A ehdollinen todennakdisyys ehdolla, ettd B on sattunut, on tapahtuman A
todennakdisyys karsitussa jonossa, johon on mukaan otettu vain ne tapahtumaparit, joissa B
on sattunut.

Esmerkki 2. Eduskunta.

Vuoden 1999 eduskunnan 200 kansanedustgjasta 73 oli naisia. Valitaan satunnaisesti 1
edustga. Mika on todennakoisyys, etta valittu edustgja on nainen?

Merkitdan
A ="Edustgja on nainen”
Taloin
Pr(A) = . 0.365
200

SDP:lla oli vuoden 1999 eduskunnassa 51 kansanedustajaa, 29 miestd ja 22 naista. Mikaon
todennakoisyys, etta satunnaisesti valittu edustaja, joka kuuluu SDP:n ryhméan, on nainen?

Pr(Nainen|SDP) = Pr(Nainen ja SDP) _ 22/200 :g — 0431
Pr(SDP) 51/200 51

joten
Pr(Nanen|SDP) = 0.431> 0.365 = Pr(Nainen)

Tieto Siita, ettd satunnaisesti valittu kansanedustaja on SDP:sté on muuttanut kasitystamme
todennakai syydestd, etta han on nainen.

RKP:llaoli vuoden 1999 eduskunnassa 12 kansanedustajaa, 9 miestd ja 3 naista. Mikd on
todennakadisyys, etta satunnaisesti valittu edustaja, joka kuuluu RKP:n ryhméan, on nainen?

Pr(Nainen|RKP) = Pr(Nainen ja RKP) _ 3/200 2320_25
Pr(RKP) 12/200 12

joten
Pr(Nainen|RKP) =0.25 < 0.365 = Pr(Nainen)

Tieto Siita, ettd satunnaisesti valittu kansanedustaja on RKP:st& on muuttanut kasitystamme
todennakai syydestd, etta han on nainen.

Edellisen esimerkin mukaan tapahtuman A ehdollinen todennakdi syys ehdolla, etta tapahtuma B on
sattunut voi olla pienempi, yhta suuri tai suurempi kuin tapahtuman A todenndkoisyys.
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Siten mik& tahansa seuraavista kolmesta vaihtoehdosta on mahdollinen:
Pr(A|B) > Pr(A)
Pr(AB) = Pr(A)
Pr(A|B) < Pr(A)
Jos
Pr(AlB) * Pr(A)

niin tieto git4, etta tapahtuma B on sattunut, sisaltédd informaatiota, jota voidaan kéyttaa hyvaks
tapahtuman A todennakdisyytta méarattaessa.

Sen gjaan, jos
Pr(AlB) = Pr(A)

niin tieto git4, etta tapahtuma B on sattunut, el sisdlla informaatiota, jota voidaan kéyttda hyvaksi
tapahtuman A todennakdisyytta maarattéessa. Talbin on jarkevaa pitéa tapahtumaa A
riippumattomana tapahtumasta B.

Riippumattomuus

Olkoot A ja B otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman A todenndkdisyys on Pr(A) ja tapahtuman
B todennakasisyys on Pr(B).

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos javain jos
tapahtumien A ja B leikkauksen

ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|si Ajasi B}

todenndkdisyys on
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B)
Lausel. S

Olkoon tapahtuman A todennakdisyys ehdolla, etta B on sattunut Pr(A|B). TallGin tapahtumat
AjaB ovat riippumattomia, jos javain jos

Pr(AIB) = Pr(A)
Todistus:
(i) Oletetaan, etta tapahtumat A ja B ovat riippumattomia ja todistetaan, etta
Pr(AlB) = Pr(A)

Riippumattomuuden maaritelman mukaan
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B)

Taloin

Pr(AG B) _ Pr(A)Pr(B) _

Pr(A|B)=—1
(B) Pr(B)

Pr(A)
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(ii)Oletetaan, etta
Pr(A|B) = Pr(A)
jatodistetaan, ettd tapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
Oletuksesta ja endollisen todennakdisyyden méaaritelmasté seuraa, etta
Pr(AC B) =Pr(A| B) Pr(B) = Pr(A) Pr(B)
joten tapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
|

Koska riippumattomuus on symmetrinen ominaisuus on helppo néhda, etté tapahtumat A ja B ovat
rilppumattomia, josjavain jos mika tahansa seuraavista ehdoista pétee:

(1) Pr(AC B) =Pr(A)Pr(B)
(i) Pr(A|B) =Pr(A)
(iii) Pr(B| A) = Pr(B)

Esmerkki 3. Rutenian parlamentti.

Rutenian tasavallassa on 2 puoluetta: repijét ja sdilyttgjat.
Puolueiden paikkajakauma 200-paikkaisessa parlamentissa:

Puolue Miehet| Naiset | Paikat
Repijat 20 30 50
Sailyttajat 60 90 150
Yhteenséa 80 120 200

Valitaan parlamentista satunnaisesti 1 edustgja ja olkoon
A ="Vadlittu edustgja on mies’
B = "Vadlittu edustaja on repij&”’

Taldin
Pr(A) = ﬂ =04
200
Pr(A|B) = @ =04
50
Koska

Pr(A|B) = Pr(A)
niin tapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
On helppo néhda, etta myos tapahtumat
AjaB°,A’jaB, A’jaB°
ovat riippumattomia.
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Koska
20
Pr(ACB) =—
(ACB) 200
50
Pr(B =—
(B) 200

niin ehdollisen todenndk6isyyden kaavasta seuraa, etté
Pr(ACB) _ 20/200 _20 —04
Pr(B)  50/200 50

Pr(A|B) =

On syytd huomata, ettd tapahtumien A ja B riippumattomuus ”leviad” aina myo6s niiden
kompl ementtitapahtumiin; ks. edellistéd esmerkkia Jos sis oletamme, ettd tapahtumat A ja B ovat
riippumattomia, niin tallGin patee seuraava:

(i) Tapahtumat A jaB® ovat riippumattomia.
(i) Tapahtumat A®ja B ovat riippumattomia.
(iii) Tapahtumat A° ja B® ovat riippumattomia.

Yleinen tulosaanto

Olkoot A ja B otosavaruuden Stapahtumia ja oletetaan,
etta tapahtuman B todenndkdisyys

Pr(B): 0

jatapahtuman A ehdollinen todenn&kdisyys
ehdolla, ettd tapahtuma B on sattunut on

Pr(A|B)
Talloin tapahtumien A ja B lelkkauksen
ACB = "A sattuu ja B sattuu”
= {sl S|si Ajasi B}
todennakdisyys on S
Pr(ACB) = Pr(A|B)Pr(B)
Kutsumme téta séant6a yleiseks tulosddnnoksi.

Yleistetty yleinen tulos&anto
Olkoot Ay, A,, ... , Ac otosavaruuden Stapahtumia.
Tdaloin tapahtumien Ay, A, ... , A leikkauksen
AICALC - CA« = "A; sattuu ja A, sattuu ja ... ja Ag sattuu”
{s1 S|sl Ajjasl Azja...jasl A}

todennadkdisyys on

P(ACACLCA)
=Pr(A)" Pr(A|A)" Pr(A|ACA) L P(A|JACACLCA,)
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Esmerkki 4. Korttipakka.
Nostetaan korttipakasta perakkain 3 korttia. Mik& on todennakdisyys, etté ne ovat kaikki
patoja?
Olkoon tapahtuma
A ="i. korttionpata’, i =1, 2,3
Koska korttipakassa on 52 korttia, joista 13 on patoja, leikkauksen
" A sattuu ja A sattuu ja Az sattuu”
todenndkdisyys on

Pr(A C A CA)=Pr(A)Pr(A|A)PI(A|ACA)
_13.12, 11 _ 33

52 51 50 2550
=0.0129

Huomaa, ettd korttien nosto toteutettiin t&ssé ilman takaisinpanoa.

Yksinkertainen satunnaisotanta ja tulosaannot

Olkoon perusjoukko Saarellinen. Yksinkertaisessa satunnaisotannassa perugoukosta S
poimitaan osgjoukko B arpomalla perusjoukosta alkioita osgoukkoon B yks akio kerrallaan.
Osgjoukkoa B kutsutaan otokseks ja arvonnassa kaytettya menetelméé otantamenetelmaksi;
lisitietoja otannasta: ks. monistetta Tilastolliset menetelmét.

Tarkastellaan todenndkdisyytté saada otokseen B alkioita perusoukon S osgjoukosta A. Jos otanta
tehdaan ilman takaisinpanoa eli palauttamatta poimittua alkiota takaisin perugoukkoon, poiminta-
todenndkdisyyksia méarattéessa on sovellettava ylelsta tulosaantdad. Jos otanta tehdaan takaisin-
panolla eli palauttamalla poimittu alkio aina takaisin perusjoukkoon, poimintatodennakdisyyksia
méaréttéessa on sovellettava riippumattomien tapahtumien tul osdantoa.

Luvussa Diskreette d jakaumia todetaan, etta &arellisen perugoukon Stapahtumien toden-
nakoisyyksia hallitaan ns. binomijakaumalla, jos otanta on tapahtunut palauttaen jans.
hypergeometrisella jakaumalla, jos otanta on tapahtunut palauttamatta.
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5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.

Klassinen todennakdisyys ja kombinatoriikka

Klassinen todennékdisyys

Kombinatoriikan perusperiaatteet
Kombinatoriikan perusongelmat
Kombinatoriikan perusongelmien ratkaiseminen

Multinomikerroin

Tapahtuman klassisen todennékdisyyden médraaminen vaatii sekd ko. tapahtumalle

suotuisien alkeistapahtumien lukumaaran etté kaikkien mahdollisten alkei stapahtumien lukumaaran
laskemista. Tassa luvussa ndytamme miten tapahtumavaihtoehtojen lukuméaéria voidaan laskea
soveltamalla kombinatoriikkaa.

Saaduilla tuloksilla on suuri merkitys — paits klassisen todenndkoisyyden médraamista vaativissa
tehtavissa — johdettaessa diskreettien todenndk disyys akaumien pistetodennédkdisyysfunktioita;
ks. lukua Diskreette & jakaumia.

Avainsanat:

Binomikaava, Binomikerroin, Jono, Joukko, Jarjestys, Kertolaskuperiaate, Kertoma, Klassinen
todennakdisyys, Kombinaatio, Kombinatoriikka, Lokeromalli, Lukuma&arafunktio, Multinomikerroin,
Osajono, Osajoukko, Pascalin kolmio, Permutaatio, Riippumattomuus, Suotuisa alkeistapahtuma,
Symmetrisyys, Variaatio, Yhteenlaskuperiaate
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5.1. Klassinen todennékdisyys
Oletetaan, etta aarellisen otosavaruuden
S={s, % ..., s}
alkeistapahtumat
s,i=1,2,...,n
ovat yhta todennakoisia eli

Pr(a):%,izlz,K,n

jolloin sanomme, ettd dkeistapahtumat 5,1 =1, 2, ... , novat symmetrisia.
Olkoon
n, =n(A)
funktio, joka kertoo joukon A alkioiden lukum&aran. Jos siis
A={a,a,K,a}
on aarellinen joukko, jonka (erilaisten) akioiden lukuméaré on k, niin
n, =n(A) =k

Kutsumme funktiota n(3 lukumaarafunktioksi.

Pr.(A) saadaan méarddmalla tapahtumalle A suotuisien alkei stapahtumien suhteellinen osuus kaikista
mahdollisista akeistapahtumista eli

pr,(A) = 2 = A
ng n(S)
jossa
n, =n(A) = tapahtumalle A suotuisien alkeistapahtumien lukumaara
= joukkoon A kuuluvien akeistapahtumien lukum&ara
ja
ng =n(S) = kaikkien mahdollisten alkeistapahtumien lukumaara

otosavaruuteen S kuuluvien alkeistapahtumien lukumééra

Jos perugjoukko (otosavaruus) on kooltaan véhankin isompi, perusoukon ja sen osgjoukkojen
(tapahtumien) alkioiden (alkeistapahtumien) lukumaarien laskemisessa tarvitaan apuna jotakin
jarjestelméllistéd menetelmaa. Téallaisen jarjestelmallisen menetelméan joukon alkioiden lukuméaéran
laskemiseen tarjoaa kombinatoriikaks kutsuttu matematiikan osa-alue.

5.2. Kombinatoriikan perusperiaatteet
Tarkastellaan kahta operaatiota, M ja N. Tehdaén operaatioista M ja N seuraavat oletukset:
Operaatio M voidaan suorittaa m:ll& erilaisella tavalla.
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Operaatio N voidaan suorittaa n:lla erilaisella tavalla.
Operaatiot M ja N voidaan yhdistaa uudeksi, yhdistetyksi operaatioks seuraavillatavoilla:
0] ” Suoritetaan operaatio M ja operaatio N’
(i) ” Suoritetaan operaatio M tai operaatio N”

Kombinatoriikan perusperiaatteet liittyvét ndiden kahden yhdistetyn operaation suoritustapojen
lukum&érien laskemiseen.

(i) Kertolaskuperiaate: Oletetaan, etta operaatio M voidaan suorittaa m:lla erilaisella tavalla ja
operaatio N voidaan suorittaa n:ll& erilaisella tavalla ja oletetaan lisdks, etta operaatiot M jaN
voidaan suorittaa toisistaan riippumatta. Taldin yhdistetty operaatio

" Suoritetaan operaatio M ja operaatio N”
voidaan suorittaam’ n:llé erilaisella tavalla.

(i) Yhteenlaskuperiaate: Oletetaan, ettéa operaatio M voidaan suorittaa m:ll& erilaisella tavalla ja
operaatio N voidaan suorittaa n:ll& erilaisella tavalla ja oletetaan liséks, etta operaatiot M jaN
ovat toisensa poissulkevia. Tall6in yhdistetty operaatio

” Suoritetaan operaatio M tai operaatio N”
voidaan suorittaa (m + n):lla erilaisella tavalla 7
Esmerkki 1. Vaihtoehtojen lukuma&arien laskeminen.

Oletetaan, etté kaupunkien X ja Y vélilla on 2 suoraa
lentoa, mutta etta X:sta Y:hyn pééasee myos kaupungin
Z kautta:

() Kaupunkien X jaZ vdillaon 3 lentoa.
(i) Kaupunkien Z ja 'Y vélilla on 2 lentoa.
Ks. kuvaaoikedla X roY

Oletetaan vielg, etta lentojen valinnat voidaan tehda
toisistaan riippumatta.

Kuinka monella erilaisella tavalla voidaan lentda X:sta Y:hyn?

Koska lentojen valinnat voidaan tehda toisistaan riippumatta, Z:n kautta tapahtuviin lentoihin
voidaan soveltaa kombinatoriikan kertolaskuperiaatetta. Sen mukaan X:std Y:hyn p&see
lentaméén Z:n kautta

32=6
erilaisdlatavala

Koska suorat lennot X:std Y:hyn jalennot Z:n kautta ovat toisensa poissulkevia, lentojen
kokonaislukumaara saadaan soveltamalla kombinatoriikan yhteenlaskuperiaatetta. Sen
mukaan X:sta Y:hyn pdésee lentdmaan kaikkiaan

2+6=8
erilaisdelatavala
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5.3. Kombinatoriikan perusongelmat
Olkoon S &rellinen joukko, jonka (erilaisten) akioiden lukuméaré on
n=ns=n(9
Kombinatoriikan perusongelmat:
(1@ Kuinka monellaerilaisellatavallajoukon Salkiot voidaan jérjestdd jonoon?
(1b) Kuinka monellaerilaisellatavallajoukon Salkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajono?

(2) Kuinkamonellaerilaisellatavallajoukon Salkioista voidaan muodostaa k:n alkion
0saj oukko?

Huomaa, ettd ongelma (1a) on ongelman (1b) erikoistapaus.

Joukko
Joukko on tdysin maarétty, jos sen alkiot tunnetaan. Olkoot &érellisen joukon S (erilaiset) alkiot
LS, s S
Tal6in merkitsemme joukkoa S seuraavallatavalla:
S={s, % ..., S}
Joukot A ja B ovat samat, jos niissa on samat akiot eli
A=B
josjavain jos
x1 AU x1 B
Jono
Jono on tdysin maarétty, jos sen alkiot ja niiden jarjestys tunnetaan. Olkoon &arellisen jonon s
i. alkio
s,i=1,2,...,n
Tal6in merkitsemme jonoa s seuraavallatavalla:
S=(SL, 2 v s &)
tal hieman yksinkertaisemmin

S= 59 g
Jonota=(ay, @, ..., a,) jab=(by, by, ..., by) ovat samat, jos niissd on samat alkiot samassa
jarjestyksessa dli

a=b
josjavain jos

a=Db,i=12..,n
Esmerkki 1. Joukkojen jajonojen samuus.
Joukot
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{1,2,3},{1,3,2},{3,1,3,2}
ovat samat, koska niissa on samat alkiot:
{1,2,3 ={1,3,2} ={3,1,3,2}
Jonot
123
132
ovat eri jonoja, koska niiden alkiot ovat eri jarjestyksessa:
1,2,3)* (1,32
Esmerkki 2. Osajoukkojen ja osajonojen lukumaarien laskeminen.
Olkoon
S={1,2 3}
Kaikki joukon S alkioiden muodostamat osajoukot:
Kolmen alkion osajoukot:
{1,2 3} 1 kpl
Kahden alkion osajoukot:
{1,2},{1,3,{2 3} 3 kpl
Yhden alkion osgjoukot:
{1}.{2.{3} 3kpl
Kaikki joukon Sn osgjoukot:
{1,2,3},{2,2,{1,3},{2,3,{1},{2},{3}, & 8 kpl
Kaikki joukon S alkioiden muodostamat osajonot:
Kolmen akion osgjonot:

123, 132, 213, 231, 312, 321 6 kpl
Kahden akion osgjonot:
12, 21, 13, 31, 23, 32 6 kpl
Yhden alkion osgjonot:
1,23 3kpl
5.4. Kombinatoriikan perusongelmien ratkaiseminen

Permutaatio
Olkoon S &rellinen joukko, jonka (erilaisten) alkioiden lukum&aré on
n=n(S

Kutsumme joukon Skaikkien alkioiden jonoja joukon S alkioiden permutaatioiksi. Joukon S
alkioiden kaikkien mahdollisten permutaatioiden lukumaara on
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jossa

n=n (n-1)" » 2" 1

on ns. n-kertoma.
Perustelu:

K&ytadmme permutaatioiden lukumééran kaavan johdossa apuna ns. lokeromallia.

Olkoon joukon S (erilaisten) alkioiden lukum&&ra n ja oletetaan, etta kaytettavissamme on
lokerikko, jossa on n lokeroa:

L okerot ® 1 2 3 Ya n-1] n

Asetetaan joukon Salkiot lokerikkoon yks kerrallaan niin, etté jokaiseen lokeroon tulee
tasmélleen yksi alkio. Lokeroiden tayttaminen voidaan tehda vai heittain.

Vaheessak=1,2, ..., n:

(i) Lokeroistaon taytetty (k- 1) kpl.

(i)Joukossa Sonjdjdla(n- k+ 1) akiota.

(iii)  Suoritetaan operaatio
"Valitaan joukon Sjaljella olevista alkioista yksi lokeroon k”

Kohdan (iii) operaatio voidaan suorittaa (n - k + 1):lla erilaisella tavalla:
k=1 Joukosta S voidaan valita akio n:llatavalla
k=2 Joukosta Svoidaan valitaakio (n- 1):llatavala

k=n- 1. Joukosta Svoidaan valita alkio 2:llatavalla
k=n: Joukosta S voidaan valita alkio 1:lla tavalla.

Lokerot ® 1 2 3 Ya n-1] n

Operaatioidenlkm® n n-1 n-2 2 1
Tarkastellaan yhdistettya operaatiota, jossavaheet k=1, 2, ... , n kdydaan |api perakkain.
Kuinka monella erilaisella tavalla téma yhdistetty operaatio voidaan suorittaa?

Koska jokainen kohdan (iii) operaatio voidaan suorittaa edellisista operaatioista riippumatta,
kombinatoriikan kertolaskuperiaatteesta seuraa, ettalokeroiden téyttaminen voidaan tehda

n(n-1)" » 2 1=n!
erilaisdlatavalla
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Tulos ratkaisee kombinatoriikan ensimméisen perusongelman (1a): Kuinka monella erilaisella

tavalla n:n (erilaisen) alkion joukon Salkiot voidaan jarjestdd jonoon?

n-kertoma

Permutaatioiden lukumaarén antava n-kertoma voidaan laskea seuraavalla pal autuskaavalla:
n=n(n-1!',n=12, ..

M &éritellaan:
o=1

Palautuskaavasta:
1'=10=11=1
20=211=21=2
I=321=321=6
N=43N=4321=24
5l=541=54321=120

Variaatio

Olkoon S &rellinen joukko, jonka (erilaisten) akioiden lukum&ara on

n=n(9

Kutsumme joukon Sk:n alkion osajonoja joukon Salkioiden k-permutaatioiks €li variaatioiks.
Joukon Salkioiden kaikkien mahdollisten k-permutaatioiden lukumaaré on

_n TN (e
P(n,k)—(n_k)!—n (n-1)" L (n- k+1)

Perustelu:
Olkoon joukon S (erilaisten) akioiden lukumaara n.

Joukon Skaikkien alkioiden permutaatioiden lukumééraé koskevasta todistuksesta ndhdaan,
etta n:sta alkiosta voidaan valita k alkiota k:hon ensimméi seen lokeroon

nn-1)" » (n- k+1)
erilaisellatavalla. Laventamalla saadaan
n (n-1)"L" (n- k+D) " (n- k)! __n
(n- k)! (n- k)!

nn-1)" L (n-k+h=

Tulos ratkaisee kombinatoriikan toisen perusongelman (1b): Kuinka monella erilaisella tavalla n:n
(erilaisten) akion joukon Salkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajono?
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Jos
k=n

niin kombinatoriikan perusongelma (1b) kutistuu perusongelmaksi (1a). Koska olemme sopineet, etta
0! =1, niin

Kombinaatio
Olkoon S &rellinen joukko, jonka (erilaisten) akioiden lukuméaré on
n=n(9

Kutsumme joukon Sk:n alkion osajoukkoja joukon Salkioiden k alkiota sisaltaviksi
kombinaatioiksi.

Joukon S akioiden kaikkien mahdollisten k alkiota sisaltavien kombinaatioiden lukumééra on

cnky =22
&k
jossa
ano_ n!
Sk k!(n- K)!
on ns. binomikerroin.
Perustelu:

Olkoon joukon S (erilaisten) akioiden lukumaara n.

Perustelemme kombinaatioiden lukuméérda koskevan kaavan maaraaméalla joukon S
alkioiden k akiota sisdtéavien permutaatioiden lukumaaran kahdella erilaisella tavalla ja
merkitsemalla tulokset yhta suuriks. Saamme néin yhtalon, josta (toistaiseks tuntematon)
kombinaatioiden lukuméara C(n, k) voidaan ratkaista.

Joukon S jossa on n akiota, k-permutaatioiden lukuméaré on edella esitetyn mukaan

Pk =—™  =n" (n-1)" L" (n- k- 1)

(n- k)!
Toisadtajoukon Salkioiden k-permutaatio voidaan muodostaa kahdessa vaiheessa:
Q) Valitaan joukon Salkioista k alkiota sisdltéva osgjoukko. Taméa operaatio voidaan
tehda
C(n, K

erilaisellatavalla, jossa C(n, k) on toistaiseks tuntematon joukon Salkioiden k alkiota
sisdltévien permutaatioiden lukumaara.

2 Jarjestetdan valitun osgjoukon k akiota jonoon. Taméa operaatio voidaan tehda
k!
erilaisellatavalla
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Koska operaatiot (1) ja(2) voidaan suorittaa toisistaan riippumatta, niin kombinatoriikan
kertolaskuperiaatteesta seuraa, ettd joukon Salkioiden k alkiota siséltavien permutaatioiden
lukumaaréa on

P(n, k) = C(n, k)" k!
Olemme siten saaneet yhtalon

n!
P(n,k) = =C(n,k)" k!

(n- k)!
josta C(n, k) ratkaisemalla saadaan haluttu tulos:
n! ano
Cink)=————=(¢ =
(n.k) ki(n- k)! Sk

Tulos ratkaisee kombinatoriikan kolmannen perusongelman (2): Kuinka monella erilaisella tavalla
n:n (erilaisen) alkion joukon Salkioista voidaan muodostaa k:n alkion osajoukko?

Kerrointa

n! ano

TR

kutsutaan binomikertoimeks ja se luetaan " n yli k:n”. Koska olemme sopinest, ettd 0! = 1, niin

ano_ n ___ nl _ano
S04 On! ~ nl0! &ng

Permutaatiot, variaatiot, kombinaatiot

Joukon akioiden permutaatioissa ja variaatioissa alkioiden jarjestys on merkityksellinen, mutta sen
sjaan joukon alkioiden kombinaatioissa alkioiden jérjestys el ole merkityksallinen.

Esmerkki 1. Permutaatiot, variaatiot, kombinaatiot.
Ongelma 1.
Kuinka monta erilaista 3-numeroista kokonai s ukua voidaan muodostaa numeroista
0,1234,5,6,78,9?
kun lukuja muodostettaessa ” etunollat” merkitéaan nakyviin.

Esimerkkga:
5 = 005
19 = 019

Kaikki néin saatavat 3-numeroiset kokonaisluvut ovat muotoa
XyzZ

oleviajonoja, joissa numerot X, y ja z valitaan joukosta
{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}.
Numeroiden x, y ja z valinta jonoon xyz voidaan tehda kahdella erilaisella tavalla:
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(i)

Aikaisemmin valitun numeron saa valita uudelleen.

(i) Aikaisemmin valittua numeroa ei saa valita uudelleen.

Tarkastellaan ensin tapausta:

(i)

Aikaisemmin valitun numeron saa valita uudelleen.

K&ytetddn apuna lokeromallia: Kokonaisluku xyz muodostuu kolmesta lokerosta, joista
jokainen voidaan tayttda toisistaan riippumatta 10:11& erilaisella objektilla

Kertolaskuperiaatteen mukaan lokerot xyz voidaan tayttééa
10" 10" 10 = 1000

erilaisellatavalla. Siten erilaisia 3-numeroisia lukuja, joissa saa olla samoja numeroita,
on 1000 kpl. Tulos on tietysti sopusoinnussa sen kanssa, ettd kokonaislukujen

000, 001, 002, ..., 010, 011, 012, ... , 100, 101, 102, ... , 999
lukum&&ra on 1000.

Tarkastellaan seuraavaks tapausta:

(i) Aikaisemmin valittua numeroa ei saa valita uudelleen.

K&ytetddn apuna lokeromallia: Kokonaisluku xyz muodostuu kolmesta lokerosta, jotka
voidaan tayttaa vaiheittain seuraavallatavalla:

1. lokero x voidaan tayttda 10:114 erilaisella objektilla.

2. lokero y voidaan tayttaa vaiheesta (1) riippumatta 9:11a erilaisella objektilla, koska 1
objekteista on kaytetty.

3. lokero z voidaan tayttda vaiheesta (2) riippumatta 8:lla erilaisella objektilla, koska 2
objekteista on kaytetty.

Kertolaskuperiaatteen mukaan lokerot xyz voidaan tayttééa
109" 8=720

erilaisellatavalla. Siten erilaisia 3-numeroisia lukuja, joissa sama numero el saa
esintya kuin kerran, on 720 kpl.

Huomaa, ettd sama tulos saadaan huomaamalla, etté tapauksessa (ii) on itse asiassa

méaréttava joukon {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 3-permutaatioiden |lukumaar&:

3-permutaatioiden lukuméaraks saadaan

| |
P03 =—2 =19 _10.0:8=720

mika tietysti yhtyy aikaisemmin saatuun tulokseen.

Ongelma 2

Kuinka monta erilaista 3:n alkion osajoukkoa voidaan valita numeroiden 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 muodostamasta joukosta

{0,1,2,34,5,6,7,8, 9
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Ratkaisun antaa binomikerroin C(10,3):

| |
ca0y=_ 10 100 1008 .
31(10- 3)! 317! 3%

Siten joukosta

{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
voidaan valita 3:n akion osajoukko 120:114 erilaisella tavalla
Huomaa asetettujen ehtojen vaikutus:

(i) NumeroistaO, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 voidaan muodostaa 1000 kpl 3-numeroisia lukuja,
joissa sama numero saa esliintya useamman kerran.

(iJoukosta{0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} voidaan muodostaa 720 kpl 3:n numeron
0sajonoja.

(i) Joukosta{0, 1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9} voidaan muodostaa 120 kpl 3:n numeron
0sajoukkoja.

Pascalin kolmio

rivia.
1

1/\1
NN AN AN AN
NN AN AN AN AN
NN AN AN A AN

Lukuun ottamatta kolmion reunoilla olevia ykkdsid jokainen kolmion luvuista on saatu laskemalla
yhteen kaksi edeltéavan rivin lukua nuolten suuntaan.

Pascalin kolmio ja binomikertoimet

Pascalin kolmion (n+1). rivilla ovat binomikertoimet
= k 0,1L2,K,n
Gy <=0

Pascalin kolmion muodostamissaantd voidaan ilmaista binomikertoimien avulla seuraavassa
muodossa:
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%\oa@loa@lo
8kﬂ8k1ﬂgkﬂ

Kaavan mukaan Pascalin kolmion n. rivin k. luku saadaan laskemalla yhteen (n—1). rivin (k=1). jak.
luku.

Perustelu:
an- 10 an- 16 (n- 1) (n- 1)!
C-15'S K é k-1)!((n-D- (k- D)! k!((n-l)-k)!
__ (n-2) .\ (n-12)!
(k-1Y(n- k)! k!(n- k- 1)!

_ k(n-1)!  (n-k)(n- 1)t

ki(n- k) k!(n- k)!

_(i#(n- 1)(n- 1

ki(n- k)!
n! _ahno
&g
|
Pascalin kolmio on symmetrinen kolmion rivien keskikohdan suhteen, miké voidaan ilmaista
binomikertoimien avulla seuraavassa muodossa:
a@('_j_ n! _aen 0
Sk k!(n- k)! &n- kg
Perustelu:
ano_ n! _ n! _®no
S5 ki(n-Kk)! (n-K)i(n- (n- k) Sn- kg
|

Binomikaava
Binomikaavan mukaan binomin
X+y

Nn. potenss voidaan esittda muodossa
(x+y)" = ag Xy

Perustelu:
Kun binomi
X+y

korotetaan potenssiin n, saadaan summalauseke, jonka termit ovat muotoa
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X" y*  k=0,1,2K,n

Yhdistetdan sellaiset termit, joissa esintyy sama x:n potenss ja jarjestetdan nain saadut termit
x:n alenevien potenssien mukaiseen jarjestykseen. Y hdistamisen tuloksena saadaan (n +1)
termid sisdltava summalauseke, jonka (k + 1). termi on muotoa

D(n, k)X y* ' k=0,1,2,K,n

jajossa D(n, k) on muotoa x™ *y* olevien termien lukuméara.

Tehtéavana on méérata D(n, K) eli se kuinka monella erilaisella tavalla muotoa x™ *y* oleva
termi syntyy, kun binomi

X+y
korotetaan potenssiin n.

Kéytetdan tehtavan ratkaisemisessa lokeromallia: Taytetéan lokerikko, jossa on n lokeroa,
tyyppid x jatyyppiay olevilla objekteilla, kun tyyppi& x olevia objektejaon (n - k) kpl ja
tyyppidy olevia objekteja on k kpl. Haluamme tietéd, kuinka monella erilaisella tavalla
tama operaatio voidaan suorittaa.

Koskatyyppidy olevien objektien paikat on maaratty sen jélkeen, kun tyyppié x olevat
objektit on sijoitettu lokerikkoon, riittéa tarkastella sitg, kuinka monella erilaisella tavala
(n- K) kpl tyyppia x olevia objekteja voidaan sijoittaa lokerikkoon, jossa on n lokeroa

Tama tehtdva on selvasti ekvivalentti seuraavan tehtdvan kanssa: Kuinka monella erilaisella
tavallajoukosta, jossa on n akiota, voidaan valita osajoukko, jossaon (n - k) alkiota? Tama
on kombinatoriikan perusongelma (2) (ks. kappaletta K ombinatoriikan perusongelmat),
joten ratkaisuksi saadaan binomikerroin

& n 0 ano
Pk = 8” kg &g

Esmerkki 2. Binomikaava.

Binomikaavan mukaan binomin
X+y
4. potenss voidaan esittdd muodossa

(x+y)* a 0 . aélox +ae40X3 +ae40X2 2+aéloxy +aélo 4
’ Ek‘ Y a0y ey Y Y ey ey
=X +4XCY+6x°Y° +Axy* + y*
Tulos on sopusoinnussa sen kanssa, ettd Pascalin kolmion 5. rivin luvut ovat
1,4,6,4,1

Tarkastellaan vield sitd, miten tyyppia xy? olevat termit syntyvét: Kaikki mahdolliset muotoa
X%y olevat tulot ovat

Xyy  Xyxy  XyyX
yxxy - yxyx o yyxx
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Tulojaon siis 6 kappaletta.

Koskatéassan = 4 jak = 2, binomikertoimen kaavasta saadaan taman tuloksen kanssa
yhtapitavasti
o A 4321

C(42) =g 2=~ = =
(4.2) §25 2120 271 271

Aarellisen joukon osajoukkojen lukumaara
Olkoon joukon S (erilaisten) alkioiden lukuméara
n=n(S
TaAlo6in joukon S osgjoukkojen lukuméara on
N=2"
Tassa lukuméérassa ovat mukana:
(1) Tyhjajoukko A
2 Kaikki yhden alkion osajoukot
(©)) Kaikki kahden akion osgjoukot
4) Kaikki kolmen akion osgjoukot

(n) Kaikki (n- 1):n alkion osajoukot
(n+1) Joukko S
Perustelu:
Olkoon joukon S (erilaisten) akioiden lukuméara
n=n(S
Joukolla Son k alkiota siséitavien kombinaatioiden lukumééraé koskevan tuloksen mukaan
C(n,k) = ?5:3
2
osgjoukkoa, jossaonk akiota, k=0, 1, 2, ... , n.
Joukon S osajoukkojen kokonaislukumaara N saadaan laskemalla kaikki binomikertoimet
C(n,k),k=0,1,2,...,n
yhteen:

a0 amd ano &en 6 and
N=¢ ++c +tc ++tL+ +te +
€0y &y &2 &n- 15 &ng
Toisaalta binomikaavan mukaan, kun kaavaan sijoitetaan x =y = 1:

a0 amd amo &en o ano
1+1)"=2"=¢ s4c —te L+ it s
1 €0y &ly &25 &n- 15 &ng
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Y hdistdmalla nama tulokset saadaan joukon S kaikkien osgjoukkojen lukumaéraks

N:2n:a®9+aﬂﬂ?+a®9+l_+aen 9+&E‘9
0y &ly &y  &n-1y &ng

jossa binomikerroin

oo
&
kertoo joukon S sdllaisten osgjoukkojen lukumééran, joissaon k alkiota, k=0, 1, 2, ... , n.

Esimerkkeja lukumaarien laskemisesta
Esmerkki 3. Lotto.

Lotossa 1 ruudukko lototaan valitsemalla 7 numeroa 39:std. Kuinka monta erilaista lotto-
ruudukkoa on olemassa?

Taméa kysymys voidaan muotoilla my6s seuraavalla tavalla: Kuinka monta erilaista 7:n alkion
osajoukkoa voidaan valita 39:n erilaisen alkion joukosta?

V astauksen antaa kombinaatioiden lukumaar aa koskeva tulos:

o5 201
96_ 39 _ 15380037
§7 5 7132

Esmerkki 4. L otto.

Lotossa 1 ruudukko lototaan valitsemalla 7 numeroa 39:std. Kuinka montako sellaista lotto-
ruudukkoa on olemassa, joissa on tasmélleen 5 oikein?

5 oikein saadaan, jos on valittu 5 numeroa 7:n oikean numeron joukosta ja 2 numeroa 32:n
vaarén numeron joukosta.

5 numeroa voidaan valita

&0
&0
erilaisellatavalla 7:n oikean numeron joukosta ja 2 numeroa voidaan valita

a820

&2
erilaisellatavalla 32:n vé&aran numeron joukosta. Lisaks valinnat voidaan tehda toisistaan
riippumatta. Siten kertolaskuperiaatteesta seuraa, ettad 5 oikein siséltavien rivien lukumaara
on

doa820 7, 32!

o o= —— 22 =21 496=10416
§5p42 5 5120 2130l
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Esmerkki 5. Pokeri.

Oletetaan, etta pelaamme pokerin muotoa, jossa jokaiselle pelagalle jaetaan 52:n kortin
pakasta (ts. pakassa el ole mukanajokereita) aluksi 5 korttia. Kuinka monta sellaista kdtta on
olemassa, joissaon 5 korttia?

Kombinaatioiden lukumaéraa koskevan tuloksen mukaan vastauksena on

0
?5 0 2508960

)
kappaletta.

Esimerkki 6. Bridge.

5.5.

Bridgessa on neljd pelagjaa jajokaiselle pelagjalle jaetaan 52:n kortin pakasta (ts. pakassa el
ole mukana jokereita) 13 korttia. Kuinka monta sellaista kéttéa on olemassa, joissaon 13
korttia?

Kombinaatioiden lukumaéraa koskevan tuloksen mukaan vastauksena on

e
B20_ +35 013550 600
813 o

kappaletta.

Multinomikerroin

Olkoon joukon S (erilaisten) alkioiden lukuméara

n=n(9

Oletetaan, etta positiiviset kokonaisluvut

ni,i=1,2,...,k

toteuttavat ehdon

Ng+nN;+ XX+ nNe=n

Ositetaan joukko S pistevieraisiin osgjoukkoihin

A,i=12 ..,k

niin, etté joukossa A; on

n = n(A)

akiota. Kuinka monella erilaisalla tavalla tallainen ositus voidaan tehda?

V astauksen antaa multinomikerroin

e n O_ n!
gnl n, L ng n'n!'Ln/!

jossasis

Np+nN;+X2k+nNe=n

Multinomikertoimen kaava voidaan johtaa sasmanlaisella tekniikalla kuin binomikertoimen kaava.
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Jos k = 2, multinomikertoimesta saadaan binomikerroin

a&en O: n! :amo:amo
&nng n'n! &g &g

jossa
n+n=n
Multinomikertoimet ovat kertoimina multinomin
X +X +L+X
n. potenssin
(% %+ +X)"
kehityskaavan muotoa

Xlnl X;Z L X:k

olevissatermeissd, joissa Siis potenssgang, Ny, ... , Nk Stoo ehto

Ng+nN;+ XX+ nNg=n

Esmerkki. M ultinomikerroin.

Sanassa kasa on 4 kirjainta, joiden joukossa on 3 erilaista kirjainta:

k 1 kpl
a 2 kpl
S 1 kpl

Kuinka monta erilaista neljan kirjaimen mittaista” sanaa’ voidaan muodostaa permutoimalla

sanan kasa kirjaimiak, a, sjaa?

Erilaisten sanojen lukum&aran antaa multinomikerroin

& 4 0 4

¢ o2 1 w2
Tassa tapauksessa erilaiset sanat on helppo luetella:
a-alkuiset sanat:
aaks aask akas aksa asak aska
k-alkuiset sanat:
kaas kasa ksaa
s-alkuiset sanat

saak saka  skaa
Sanoja on todellakin 12 kpl kuten edella todettiin.
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6. Todennékdisyyden aksioomat

6.1. Todennakoisyys aarellisissa otosavaruuksissa

6.2. Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja
ehdollinen todennadkoisyys todennéakdisyyksiné

6.3. Todennakdisyys mielivaltaisissa otosavaruuksissa

Tarkastelemme tasséd luvussa todennakdisyydaskentaa aksiomaattisena matemaattisena teoriana.
Ké&sittely on jaettu kahteen osaan:

Adrelliset otosavaruudet.

Mielivaltaiset (arettomét) otosavaruudet.

matemaattisen mittateorian tarkoittamassa mielessa.
Naytdmme myos sen, ettd klassista todenndk disyytté ja suhteellista frekvenssia (empiirista

tapauksina ja sen, ettd ehdollinen todennak 6isyys on todennakdisyyden kasitteen laajennus.

Avainsanat:

Additiivinen mitta, Boolen algebra, Ehdollinen todennakdoisyys, Empiirinen todennékoisyys,
Epéamitallinen joukko, Jatkuvuusaksiooma, Joukko, Klassinen todennakdisyys, Kolmogorovin
aksioomat, Komplementti, Mahdoton tapahtuma, Mitallinen joukko, Mitta, Mitallisuus,
Normeerattu mitta, Osajoukko, Otosavaruus, Perusjoukko, Positiivinen mitta,
Riippumattomuus, s-algebra, Suhteellinen frekvenssi, Tapahtuma,
Todennakoéisyyden aksioomat, Todennakaisyys,
Todennakoisyyskenttd, Todennakdisyysmitta, Toisensa poissulkevuus, Yhdistetty tapahtuma,
Yhteenlaskusaantd, Yleinen yhteenlaskusaanto, Aarellinen todennakoisyyskenttd, Aarellisen
otosavaruuden aksioomat
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6.1. Todennakoisyys aarellisissa otosavaruuksissa

Tarkastelemme ensin todenndk6isyyden méarittelemista aér ellisissi otosavaruuksissa. Suuri osa
tassa todenndk6isyyslaskennan esityksessa sovellettavista todenndkisyyden laskusdannoistéa voidaan
todistaa aarellisten otosavar uuksien aksioomista.

Boolen algebrat
Olkoon Sjoukko jajokin F joukon S osgoukkojen muodostama perhe €li
Al Fp Al S
Joukkoperhe F on Boolen algebra, jos seuraavat ehdot pétevat:
()  Tyhjajoukko A on joukkoperheen F akio:
Al F
(i)  Josjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin myds sen komplementti A° on
joukkoperheen F alkio:

Al FP ATF
(iii) Josjoukot A jaB ovat joukkoperheen F alkioita, niin myds niiden yhdiste AEB on
joukkoperheen F alkio:
Al F,BI F b AEBI F
Lause 1.
Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty Boolen algebra ja oletetaan, etta

Al F,BI F

Taloin

(@ ST F

(b) ACBI F

(© A\BI F

(d) B\AI F

Todistus:

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty Boolen algebra ja oletetaan, ettéa

Al F,BlI F

Huomaa, ettd Boolen algebran aksioomista seuraa, etta
Al F,AT F,BT F,AEBI F

(@) Osoitetaan, etta
SI F

Todetaan ensin, etta
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S=£°

Boolen algebran aksiooman (i) mukaan
Al F

Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Al Fp £ =Sl F

(b) Osoitetaan, ettd AC BT F.

Todetaan ensin, ettd De Morganin lain mukaan

ACB=(AE B%)°

Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Al F,BT Fp AT F,B°T F
Boolen algebran aksiooman (iii) mukaan
AT F,B°T Fp AEB°T F
Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
AEBT FP (AEB°)°*=ACBI F
(c) Osoitetaan, ettd A\BI F. S

Todetaan engin, etta
A\B=ACB°
Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Bl FpP B°T F
Kohdan (b) mukaan
Al F,B°TFb ACB°=A\BI F
(d) Sen osoittaminen, etté
B\AI F

tapahtuu samalla tavalla kuin (c)-kohdan
todistus. S

Boolen algebran aksioomista ja lauseesta 1 seuraa, ettéd Boolen algebrat ovat suljettuja tavan-
omaisten joukko-opin operaatioiden suhteen, kun operaatioita tehddan &arellinen maara. Tala
tarkoitetaan Sit4, ettd adrellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita ei vie Boolen
algebran ulkopuolelle: Jos Boolen algebran F joukkoihin sovelletaan &arellinen maaréa
tavanomaisia joukko-opin operaatioita komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin
tuloksena saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan F .

Esmerkki. Boolen algebra.
Olkoon S mielivaltainen joukko ja olkoon
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Al S

mielivaltainen joukon S osgjoukko. Taloin joukkoperhe
F={E£AA.S

muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska

(i) Al F

(ii) Bl Fb B°T F

(iii) Bl F,Cl FP BECI F

jossa B ja C voivat olla mitk&a tahansa kaks joukoista
A AA,S

Todennak 6isyyslaskennassa perusoukkoa S kutsutaan otosavaruudeks jaotosavaruuden S
alkioita kutsutaan alkeistapahtumiksi. Jos siis s on alkei stapahtuma, niin

sl S
Jos F on jokin otosavaruudessa S méritelty Boolen algebra, niin kutsumme Boolen algebraan F
kuuluvia otosavaruuden S osgjoukkoja tapahtumiksi. Jos sisjoukko A on tapahtuma, niin

Al F
Olkoon F otosavaruudessa S mééritelty Boolen algebra. Olkoot otosavaruuden S osgjoukot A jaB
tapahtumia eli oletetaan, etta

Al F,BI F
Koska edella esitetyn mukaan Boolen algebra F on suljettu tavanomaisten joukko-opin
operaatioiden suhteen, niin myos joukot

A°,B°, AEB,ACB, AB, B\A
ovat tapahtumia. Talla tarkoitetaan siis Sitg, etta

Al F,B°T F,AEBI F,ACBI F,A\BT F,B\Al F

Tama merkitsee siis Sitg, ettd otosavaruuden tapahtumista voidaan johtaa uusia tapahtumia
soveltamalla niihin &érellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita.

Olkoon S aarellinen otosavaruus, jossa on n alkiota ja olkoon
2°={A|A]l S
otosavaruuden S kaikkien osajoukkojen perhe. Joukkoperheessi 2° on
on
alkiota; ks. luvun K lassinen todennékdisyysja kombinatoriikka kappaletta Kombinatoriikan

perusongelmien ratkaiseminen. Otosavaruuden Skaikkien osajoukkojen perhe 2° muodostaa
triviaalin Boolen algebran joukossa S.
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Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Olkoon Sé&arellinen joukko ja F jokin joukon S osgjoukkojen muodostama Boolen algebra.
Olkoon lisaks Pr joukkofunktio, joka liittd&8 jokaiseen Boolen algebraan F kuuluvaan joukon S
osgjoukkoon A reaalikuvun €li

AT F P Al S b Pr(AT

(i) Pr(S) =1
(ii) O£ Pr(A) £1kaikille Al F
(iii) Al F,Bl F,ACB=/ b Pr(AE B) =Pr(A) +Pr(B)

Aarellisen otosavaruuden todennékdisyyden aksioomien (i)-(iii) mukaan todennakoisyys Pr on
positiivinen, &arellisesti additiivinen ja normeerattu mitta.

Aksioomat (i) ja (ii), normeeraus ja positiivisuus:
Al SP OE£Pr(A)EPI(9=1
Aksiooma (iii), &arellinen additiivisuus:
ACB =/EDb Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B)
Aksiooma (iii) on yhteenlaskusdanto toisensa poissulkeville tapahtumille.

Aksioomien (i)-(iii) olennaisena siséltonéd on giis se, ettd todennakdi syys on mitta matematiikan
tarkoittamassa mielessi. Todennakdisyyslaskentaa voidaankin pitéd matemaattisen mittateorian
erikoistuneena osana. Aksioomien (i)-(iii) mukaan todenndk6isyysmitalla on samat ominaisuudet kuin
pinta-alamitalla paits, etta todennakdisyysmitta on normeerattu niin, etté sen ylérajana on 1.

Adrellisen otosavaruuden tapahtumista voidaan muodostaa uusia tapahtumia soveltamalla niihin
Boolen algebran aksoomia ja niista johdettuja joukko-opin laskusdéntdjd. Uusien tapahtumien
todennakadi syydet saadaan soveltamalla niihin &arellisen otosavar uuden todennékai syyden aksioomia

Alkeistodennakoisyyslaskennan laskusaantdjen todistaminen

Todistamme alla seuraavat todenndkdisyyslaskennan laskusdannét 18htien 8arellisten otos-
avaruuksien todennak6isyyden aksioomista:

(i) Mahdottoman tapahtuman todenndkoisyys.
(i)  Komplementtitapahtuman todenngkdisyys.
(i) Osajoukon todennakdisyys.

(iv) Yleinen yhteenlaskusaanto.

Lause 2.

Olkoon S&rellinen otosavaruus jaolkoon F otosavaruuden S osgjoukoille méaritelty Boolen
algebra. Taldin mahdottoman tapahtuman A todenndk6isyys on nolla:

Pr(A) =0
Todistus:
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Olkoon F &arellisen otosavaruuden S osgjoukoille méaritelty Boolen algebra ja olkoon A
mahdoton tapahtuma.

Boolen algebran aksiooman (i) mukaan
Al F
Lauseessa 1 on todistettu, etta
SI F
Joukot A ja S muodostavat otosavaruuden S osituksen eli
AES=S
ACS=/A
Todenndko6isyyden aksioomien (i) ja (iii) mukaan
1=Pr(S) = Pr(/EE S) = Pr(&) + Pr(S) = Pr(4&) +1
mik&a el voi ollatotta, ele

Pr(5) =0

Lause 3.

Olkoon S &irellinen otosavaruus jaolkoon F otosavaruuden S osgjoukoille méaritelty Boolen
algebra. Oletetaan, etta

Al F

Tall6in tapahtuman A komplementille A° pétee:
Pr(A°) =1- Pr(A)

Todistus:

Olkoon F &arellisen otosavaruuden S osgjoukoille mé&aritelty Boolen algebra ja olkoon
Al F

Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
AT F

Joukot A ja A° muodostavat otosavaruuden S
osituksen dli

AEA°=S
ACA° = /E

Todenndko6isyyden aksioomien (i) ja (iii) mukaan
1=Pr(S) = Pr(AE A°) = Pr(A) + Pr(A°)

AC

joten

Pr(A%) =1- Pr(A) S
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Lause4.

Olkoon S &rellinen otosavaruus jaolkoon F otosavaruuden S osagjoukoille méaritelty Boolen
algebra. Oletetaan, etta

Al F,BT F
ja
Bl A
Talsin
Pr(B) £ Pr(A)
Todistus:

Olkoon F &arellisen otosavaruuden S osgjoukoille
médritelty Boolen algebraja olkoon

Al F,BT F
Oletetaan lisiksi, etté
Bl A
Lauseessa 1 on todistettu, etta
Al F,BT Fb A\B=ACBl F

Koska oletimme, etta A
Bl A

niin joukot B ja A\B muodostavat joukon A osituksen:
BE (A\B) = A
BC(AB) = £

Todenndkoisyyden aksioomien (iii) ja (i) mukaan
Pr(A) = Pr(BE (A\ B)) = Pr(B) + Pr(A\ B) 3 Pr(B)

Lauseb.

Olkoon S &irellinen otosavaruus jaolkoon F otosavaruuden S osgjoukoille méaritelty Boolen
algebra. Oletetaan, etta

Al F,BT F
Talin )
Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ACB)
Todistus:
Olkoon F &arellisen otosavaruuden S osgjoukoille mé&aritelty Boolen algebra ja olkoon

Al F,BT F
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Boolen algebran aksioomien ja lauseen 1 mukaan
Al F,BI Fb AEBIT F,ACBI F,A\BT F,B\Al F

Joukot A ja B\A muodostavat joukon AE B osituksen:
AEB = AE(B\A)
AC(B\A) = £

Ks. viereistd kuvaa.

Todenndkoisyyden aksiooman (iii) mukaan
(1) Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B\A)
Joukot ACB ja B\A muodostavat joukon B osituksen:
B = (ACB)E(B\A)
(ACB)C(B\W) = £
Todenndkoisyyden aksiooman (iii) mukaan
(2 Pr(B) = Pr(ACB) + Pr(B\A)

Ratkaisemalla Pr(B\A) yhtdosta (2) ja Sjoittamalla
ratkaisu yhtaloon (1) saadaan véite:

Pr(AE B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ACB)

Aarellinen todennakoisyyskentta
Kolmikko
(S,F,Pr)

muodostaa aar ellisen todennakdisyyskentan, jos Son aarellinen otosavaruus, F on otos
avaruudessa S médritelty Boolen algebra ja Pr on Boolen algebrassa F méaritelty todennékadi syys-
mitta.

Riippumattomuus ja riippumattomien tapahtumien tulos&anto

Sanomme, etta tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos riippumattomien
tapahtumien tul osaanto

Pr(AC B) =Pr(A)Pr(B)
pétee.

6.2. Klassinen todennékdisyys, suhteellinen frekvenssi ja
ehdollinen todennadkoisyys todennéakdisyyksina

Klassinen todennékdisyys todennakdisyytena
Olkoon

S={s, % ..., S}
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johonkin satunnaiskokeeseen liittyva darellinen otosavaruus, jossa on

n=n(9
alkeistapahtumaa. Oletetaan liséksi, etta otosavaruuden S alkeistapahtumat ovat symmetrisia eli yhta
todennakdisig, jolloin

Pr(a):%,izlz,K,n

Olkoon
A={s,.5, K5} S

ko. satunnaiskokeeseen liittyva tapahtuma, jossa on
k=n(A)

alkeistapahtumaa, joita sanotaan tapahtumalle A suotuisiksi. M&ritell&an tapahtuman A klassinen
todennadkdisyys Pry(A) kaavalla

Pr, (M) =&
n
jossasis
k=n(A)
ja
n=n(9
Perustelu:
Klassisen todenndk6isyyden méaritelma voidaan perustella seuraavalla tavalla:
Olkoon
A={s.s K,s}l S={s,s.,K,s}
Talin

A={s}E{s}ELE{s}
jalisdks akeistapahtumat

S, - ] =1,2,K,k
ovat pareittain toisensa poissulkevia. Koska akeistapahtumat s, s, ... , S, on oOletettu
symmetrisiks, todenndkoisyyden aksioomasta (iii) seuraa:

Pr(A) = Pr(s) + Pr(s,) +L +Pr(s ) == +L + ==X = pr ()
1 2 k &42® n

k kpl
[ |

Klassinen todennakdisyys Pr.(A) toteuttaa todenndkoisyyden aksioomat (i)-(iii) dérellisilie otos-
avaruuksille, joten klassinen todenné&kdisyys on todennak isyys.

Perustelu:
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Aksiooma (i):
Koska
n(S =n
niin
Pr.(S)=—=1
n

Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A1 Spétee
OEn(A)=KEn=n(g
joten
O£ Pr(A) :%£1
Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos

ACB= A
niin
Kage = Ka + ke
Talloin
Pr.(AE B) = Ko = Katke _Ka Ko Pr.(A) + Pr,(B)
n n n n

Siten klassinen todenndkoisyys on &érellisissi otosavaruuksissa mééritellyn todennakdisyyden
erikoistapaus.
Suhteellinen frekvenssi todenndkdisyytena
Olkoon Sjohonkin satunnaiskokeeseen liittyva dérellinen otosavaruus ja olkoon

Al S
ko. satunnaiskokeeseen liittyva tapahtuma. Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa ja olkoon fa
tapahtuman A frekvenss eli lukumaéra koetoistojen joukossa. Talodin

fa

n

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi.

Kéytetdan tapahtuman A suhteellisalle frekvenssille fa/n merkintéa:

Pr. (A) :%
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Suhteellinen frekvenssi Pry(A) toteuttaa todennakdisyyden aksioomat (i)-(iii) aérellisilie otos-
avaruuksille, joten suhteellinen frekvenssi on todennak6isyys.

Perustelu:
Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
Aksiooma (i):
Koska otosavaruus S on var ma tapahtuma, se sattuu jokaisessa koetoistossa ja

fs=n

Siten
Pr(g)=—s="=1

n
Aksiooma (ii):

Kaikille tapahtumille A1 Spétee
OEfaEnN

Siten

0£Prf(A):££1
n

Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos

ACB= A
niin
facs =fa+1s
Talloin
Pr.(AE B) = fao - Tat 1o :L+E:Prf (A) +Pr,(B)
n n n n

Siten suhteellinen frekvenss on 8arellisissa otosavaruuksissa méritellyn todenndkdisyyden
erikoistapaus.
Empiirinen todennakoisyys
Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenss
Pr. (A) = h
n

l&hestyy (jossakin mielessd) toistokokeiden lukumé&ran n rgjatta kasvaessa kiintedta lukua p,
sanotaan lukua p tapahtuman A empiiriseks todennékdisyydeksi. Jos Siis p on tapahtuman A
empiirinen todennakdisyys, niin

Prf(A)=%® p,n® ¥
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jossa konvergenss e ole tavanomaista lukujonokonvergenssia; konvergenssikasite tdsmennetéén
luvussa Stokastiikan konvergenssiké&dtteet ja raj a-arvolauseet.
Todennakoisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta tapahtuman A todennakdisyys on p. Toistetaan Sita satunnaiskoetta, johon tapahtuma
Aliittyy, n kertaa. Todennakdisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tapahtuman A suhteellinen
frekvenss
Pr.(A) = h
n

vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toiseen, mutta saa keskimaarin tapahtuman todennakaoi syytta p
lahell& olevia arvoja.
Ehdollinen todennakdisyys todennékoisyytena
Olkoon Sjohonkin satunnaiskokeeseen liittyva dérellinen otosavaruus. Olkoot
Al S,CI S
ko. satunnaiskokeeseen liittyvia tapahtumia ja olkoon
Pr(C)t 0
M &éritellaan tapahtuman A ehdollinen todennak6isyys Pr(A|C) kaavalla

Pr(AGC)

Pr(A|C) = PI(C)

Ehdollinen todenndk6isyys Pr(A|C) toteuttaa todenndkoisyyden aksioomat (i)-(iii) &rellisille otos-
avaruuksille, joten ehdollinen todenné&kdisyys on todennakbisyys.

Perustelu:
Aksiooma (i):
Kaikille tapahtumille C1 Spéatee

XC=C
Siten
Prs|c) = PSCC) _PO) _,
Pr(C)  Pr(C)
Aksiooma (ii):

Koska kaikille tapahtumille Al SjaC1 Spétee

ACCI C
niin
0£ Pr(ACC) £ Pr(C)
Siten
OE£Pr(A|IC) = Pr(AG C) £ Pr(C) =1

Pr(C)  Pr(C)
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Aksiooma (iii):
Kaikille tapahtumille Al S Bl SjaCl Spétee ns. distribuutiolaki
(AEB)CC = (ACC)E(BCC)
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos
ACB= A&
niin kaikille C1 Spétee
(ACC)G(BCC) = &

TAlsin
PI(AE B|C) = ”((AP'?(E;@C)
_Pr(AGO)E (BGC))
Pr(C)
_PI(AGC) , P(BGC)
Pr(C) Pr(C)

=Pr(A|C)+Pr(B|C)

Siten ehdollinen todennakdisyys on todennakdisyyden kasitteen laajennus.

6.3. Todennakoisyys mielivaltaisissa otosavaruuksissa
Tarkastellaan todenndkdisyyden méérittelemistd mielivaltaisissa otosavar uuksissa.

s-algebrat
Olkoon Sjoukko jajokin F joukon S osgoukkojen muodostama perhe i
Al Fp Al S
Joukkoperhe F on s-algebra, jos seuraavat ehdot patevét:
()  Tyhjajoukko A on joukkoperheen F akio:
Al F
(i)  Josjoukko A onjoukkoperheen F alkio, niin myds sen komplementti A° on
joukkoperheen F akio:
Al FpP ATF

(iii) Josjoukot A, Az, As, ... ovat joukkoperheen F akioita, niin myos niiden yhdiste E A; on
joukkoperheen F akio:

AAAKIFD CJAT F
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Jos joukkoperhe F toteuttaa s-algebran aksioomat, niin se toteuttaa myds Boolen algebran
aksioomat. Siten kaikki Boolen algebroiden laskusaannot patevat s-algebroille. Erityisesti Sis

taman luvun kappaleen Todennadk 6isyys aar ellisissa otosavar uuksissa lausetta 1 vastaava lause
pétee myos s-agebroille:

Lause 1.

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille mééritelty s-algebra ja oletetaan, etta

Al F,BT F
Talloin
(@ ST F
(b) ACBI F
(© A\BI F
(d) B\AI F

Lauseen 1 (b)-kohta voidaan lagjentaa koskemaan numer oituvaa maéréa s-algebran joukkoja:
Lause2.

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebraja oletetaan, etta
AL Ao A, ... T F
Talloin joukkojen Ay, Az, As, ... leikkaus CA; on s-algebran F akio:

AAAKIFD i ATF

Todistus.
Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebraja oletetaan, ettéa
AL Ao A, ... T F

Todetaan ensin, ettd De Morganin lain yleistyksen mukaan
¥ ¥ &
.0
1A= ?J A2
i=1 =1 @
s-agebran aksiooman (ii) mukaan
AAAKTFP AAAKITF
s-agebran aksiooman (iii) mukaan
¥
AN AKIFP UATF
i=1

s-agebran aksiooman (ii) mukaan
¥ ¥ &
cT c 0
UATFP §J AS
i=1

R

¥ ~
=1 Al F
i=1
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s-algebran aksioomistajalauseista 1 ja 2 seuraa, etta s-algebrat ovat suljettuja tavanomaisten
joukko-opin operaatioiden suhteen, kun operaatioita tehdaén korkeintaan numeroituva maara. Tala
tarkoitetaan gita, ettd numeroituva maéra tavanomaisia joukko-opin operaatioita e vie s-algebran
ulkopuolélle: Jos s-algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan numeroituva maara tavan-
omaisia joukko-opin operaatioita komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena

saatavat joukot kuuluvat edelleen s-algebraan F .

Todennak 6isyyslaskennassa perusoukkoa S kutsutaan otosavaruudeks jaotosavaruuden S
alkioita kutsutaan alkeistapahtumiksi. Jos siis s on alkei stapahtuma, niin

sl S
Jos F on jokin otosavaruudessa S méaritelty s-algebra, niin kutsumme s-algebraan F kuuluvia
otosavaruuden S osgjoukkojatapahtumiksi. Jos sis joukko A on tapahtuma, niin

Al F
Olkoon F otosavaruudessa S méaritelty s-algebra. Olkoot otosavaruuden S osgjoukot

A, Ag A
tapahtumia eli oletetaan, etta

ALALAs, ...1 F

Koska edella esitetyn mukaan s-algebra F on suljettu tavanomaisten joukko-opin operaatioiden
suhteen, kun operaatioita tehdaén korkeintaan numeroituva maara, niin myos joukot

¥

A AU AT A
ovat tapahtumia. Talla tarkoitetaan siis Sitg, etta

ALK AKTEUATF TATF

i=1 i=1

Taméa merkitsee siis Sitd, etté otosavaruuden tapahtumista voidaan johtaa uusia tapahtumia
soveltamalla niihin kor keintaan numeroituva maar & tavanomaisia joukko-opin operagtioita.
Kolmogorovin aksioomat

Olkoon S jokin joukko ja F jokin joukon S osgjoukkojen muodostama s-algebra. Olkoon lisaks Pr
joukkofunktio, joka liittéé jokaiseen s-algebraan F kuuluvaan joukon S osgoukkoon A reaalikuvun
eli
AT F b Al S b Pr(AT
Joukkofunktio Pr on todennak6isyysmitta, jos
(i) Pr(S)=1
(ii) O£ Pr(A) £1kaikille Al F

(i) AAAKT FlaAGA =&l [P Pr(ULA)=8& 1, P(A)
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Aksioomia (i)-(iii) kutsutaan K olmogorovin aksioomiks todennakoisyydelle.

Kolmogorovin aksioomien (i)-(iii) mukaan todennakéisyys Pr on positiivinen, additiivinen ja
normeerattu mitta.

Aksioomat (i) ja (ii), normeeraus ja positiivisuus:
Al SP OE£Pr(A)EPI(S=1
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Aksiooma (iii), additiivisuus:
AAAKT FlaAGA =&t b Pr(ULA)=87P(A)

Aksiooma (iii) on yhteenlaskusdantd numeroituvalle méaralle toisensa poissulkevia tapahtumia.

Aksioomien (i)-(iii) olennaisena siséltonéd on giis se, ettd todennakoi syys on mitta matematiikan
tarkoittamassa mielessd. Todennakdisyyslaskentaa voidaankin pité& matemaattisen mittateorian
erikoistuneena osana. Aksioomien (i)-(iii) mukaan todenndk6isyysmitalla on samat ominaisuudet kuin
pinta-alamitalla paits, etta todennakdisyysmitta on normeerattu niin, etté sen ylérajana on 1.

Otosavaruuden tapahtumista voidaan muodostaa uusia tapahtumia soveltamalla niihin s-algebran
aksioomia ja niista johdettuja joukko-opin laskusééntdja. Uusien tapahtumien todenndkoi syydet
saadaan soveltamalla niihin Kolmogorovin aksioomia ja niista johdettuja todennakoisyys-
laskennan laskusédantdja.

Jos joukkofunktio Pr toteuttaa Kolmogorovin aksioomat, niin se toteuttaa todennékadi syyden
aksoomat aarellisille otosavaruuksille. Siten kaikki &arellisen otosavaruuden todenndkdisyyden
aksioomista johdetut laskusadnnot patevat yleiselle todennak 6isyysmitalle. Erityisesti Siis
kappaleen Todennak6isyys aar ellisissi otosavar uuksissa lauseet 2-5 &arellisen otosavaruuden
todennakdisyysmitalle patevat myos yleiselle todenndkoisyysmitalle.

Todennakoisyyskentta
Kolmikko
(S,F,Pr)

muodostaa todennak 6isyyskentan, jos Son otosavaruus, F on otosavaruudessa S mééritelty s-
algebraja Pr on s-algebrassa F méaritelty todennékadi syysmitta.

Mitalliset ja epamitalliset joukot

On syyta huomata, etté jos otosavaruus S on &aretdn, sen kaikille osgjoukoille e valttamatta voida
maarite & todenndkai syytta. Niité otosavaruuden S osgjoukkoja, joille todenndkdisyys voidaan
méaritella kutsutaan mitallisiks janiit4, joille todennakdisyytta el voida méaritella kutsutaan
epamitallisiksi. Voidaan osoittaa, etta otosavaruuden Smitalliset osajoukot muodostavat s-
algebran.

Esmerkki.

Jos otosavaruutena S on reaalilukujen joukko , niin siind voidaan mééritella
todennakoisyysmitta, jolle esimerkiksi kaikki reaaliakselin valit seka avoimet ja suljetut joukot
ovat mitallisa jakelpaavat Sis tapahtumiksi. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta reaalilukujen
joukossa  on myos sellaisia osgjoukkoja, jotka ovat epamitallisia jaeivét sis kelpaa
tapahtumiksi.

Voidaan osoittaa, etté kaikki reaalilukujen joukon todenndkdisyysmitan suhteen mital liset
0saj oukot saadaan tyyppia

(-¥,b]={x] |-¥ <x£b}

olevista puoliavoimista valeista soveltamalla niihin korkeintaan numeroituva maara
komplementti-, yhdiste- ja lelkkausoperaatiota.
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Sanomme, etta muotoa (- ¥ ,b] olevat reaaliakselin vait virittavat reaalilukujen joukon

mitallisten osgjoukkojen muodostaman s-algebran.

Tahan todennakdisyysmitan ominaisuuteen perustuu kertyméfunktion keskeinen asema

todenn&kai syyd askennassa ja matemaatti sessa tilastotieteessa; ks. lukua K ertymafunktio.
Kolmogorovin aksioomien seurauksia

Todistamme seuraavassa kaksi myohemmin tarvittavaa lausetta, joiden todistamiseen eivat riita
aarellisen otosavaruuden aksioomat todenndkdisyydelle: Kummassakin todistuksessa joudutaan
vetoamaan Kolmogorovin aksioomaan (iii).

Lause 3.
Olkoon (S, F, Pr) todenndkoisyyskentta ja olkoot
A A AKIF
(@ Jos
Al AT AT L
niin
P@}A% imPr(A)
(b) Jos
AEAEAEL
niin
o J
Prel A <=limPr(a)
Todistus:
(@ Olkoon F jokin perusoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebrajaoletetaan, etta
A A AKIF
ja
Al AT AT L
Mé&aritell8an
B,=A=A
B=A
B,=A\A
B, =A\A
jayleisesti

B=A\A,=AGA,i=123K
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Joukot B ,1=0,1, 2, 3, ... ovat pareittain
toisensa poissulkevia, koska oletuksen
mukaan

Al ALI=1,23 ..
Oletuksesta

Al ALI=1,23 ..
seurag, etta

Pr(B) =Pr(A\A.)) =Pr(A)- Pr(A.,)
i=12,3K

Lisdks on selvéaa, ettéa
¥ ¥ =
Ui:lA - Ui:lB' .LS

Siten
¥ _ ¥
Pr(ULA)=Pr(ULB)
Koskajoukot B ,i =0, 1, 2, 3, ... ovat pareittain toisensa poissulkevia, Kolmogorovin

aksioomasta (iii) seuraa:

n

Pr(Ur,8)=4 P (8)=lim& Pr(s)

2 e &
Sijoitetaan tahan

Pr(B) =Pr(A)- Pr(A.),i=123K
Taloin saadaan

lim & Pr(B) = lim{PI(B,) + Pr(B,) + Pr(B) +
_ L
+ Pr( Bn-l) + Pr(Bn)}
= lim{Pr(A) +[P(A) - PH(A)]+[PI(A) - Pr(A)] +
L

+[Pr(A, ) - Pr(A._,)1+[Pr(A) - Pr(A_ )]}
= lim Pr(A)

n® +¥

Y hdistamélla edella johdetut tulokset saadaan lopulta:

r(Ur,A) =P (U8 = limPrca)

n® +¥

(b Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebrajaoletetaan, etta
A A AKIF

ja
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AEAEAEL
M &éritellaan
C,=S
C=A
C,=A
C=A
jayleisesti
C=A,i=123K
OletuksestaA L E A ,i=1,2,3, ... seuraa:
C,=A1 A=C,i=123K
Sovelletaan joukkoihin G, i1 =1, 2, 3, ... lauseen (a)-kohtaa:
Pr(ULc)=lim e,
Koska
C=A,i=123K
niin komplementtitapahtuman todennakdi syyden kaavasta seuraa, etta
Pr(C,) = Pr(A°) =1- Pr(A),i =1,2,3K

DeMorganin lain yleistyksen mukaan
¥ C ¥ Ac\ L g ¥
(Ui:lCi) _(Ui:lA ) - I i:lA
Komplementtitapahtuman todenn&koi syyden kaavan mukaan
=V ‘u_ ¥
Prgui:lc') El_l_ Pr(Uizlci)
Y hdistdmélla edella johdetut tulokset saadaan lopulta:
¥ - T ‘u
Pr( I i:lA) - Prguizlci) H
=1- Pr(U?;Ci)

=1- lim Pr(C,)

-1 lim[a- P(A)
= lim Pr(A)

n® +¥
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Todennékoisyyslaskenta 6. Todennakoisyyden aksioomat

Lause4.
Olkoon
(S,F,Pr)
todennakoisyyskentta ja olkoot
A A AKIF
Jos
AEAEAEL®AE
niin
imPr(4) =0
Todistus:

Olkoon F jokin perugoukon S osgjoukoille mééritelty s-algebraja oletetaan, etta
A A AKIF
ja
AEAEAEL® A
Koska A E A E A EL® A&, niin
¥
1_A=£
Siten
¥
Pr(1,A)=Pr(&)=0
Lauseen 3 kohdan (b) mukaan
¥ .
r(17,A)= limPra)
Y hdistdmélla edella johdetut tulokset saadaan lopulta:
Jim PriA) =0

Voidaan osoittaa, ettéd Kolmogorovin aksiooma

(iii) AJ&%KTFMACA=EJ1HDW(U:ﬂ=é;WM)
on yhtapitéva aksioomien

(iii) ACB=/P Pr(AE B) =Pr(A) +Pr(B)

(iv) AE@E%EL@ED%@W&FO

kanssa
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Aksiooma (iii)” on tavanomainen yhteenlaskusaanto kahdelle toi sensa poissulkevalle tapahtumalle.
Aksioomaa (iv) kutsutaan tavallisesti todennékoisyyden jatk uvuusaks oomaksi.
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7. Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavat

7.1. Johdatteleva esimerkki

7.2. Ositukset

7.3. Kokonaistodennako6isyyden kaava
7.4. Bayesin kaava

7.5. Kokonaistodenndko6isyyden kaavan ja Bayesin kaavan systeemiteoreettinen
tulkinta

Tarkastelemme tassé luvussa kahta hyddyllista todenndkdisyyslaskennan kaavaa, joita kutsutaan
kokonaistodennaktisyyden kaavaksi ja Bayesin kaavaksi. On syyta huomata, etta kaavat liittyvat
|&heisesti toisiinsa.

Avainsanat:

Bayesin kaava, Ehdollinen todennakoisyys, Kokonaistodennakdisyyden kaava,
Kéaéanteistodennakdisyys, Ositus, Posteriori-todennakoisyys, Priori-todennakoisyys, Systeemiteoria,
Verkkodiagrammi
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7.1. Johdatteleva esimerkki

Ruuvitehtaalla on kaks konetta A ja B, joillatehdd&n samanlaisaruuvea. A- ja B-koneen
valmistamat ruuvit sekoitetaan keskendan ja pakataan laatikoihin. Koska A-kone toimii hitaammin,
laatikoihin tulee A- ja B-koneiden vamistamia ruuveja suhteessa

35

Osa kummankin koneen valmistamista ruuveistaon viallisa:
5 % A-koneen valmistamista ruuveista on viallisia.
8 % B-koneen valmistamista ruuveista on vidlisia.

Valitaan satunnaisesti laatikollinen ruuveja tutkittavaks ja poimitaan valitusta laatikosta
satunnaisesti 1 ruuvi tutkittavaksi.

Kysymyksi&
(1) Mik&on todenndkoisyys, ettd poimittu ruuvi on viallinen?
(2a) Mika on todenndkoisyys, etta ruuvin on valmistanut A-kone, jos ruuvi osoittautuu vialliseks?
(2b) Mika on todenndkoisyys, etta ruuvin on valmistanut B-kone, jos ruuvi osoittautuu vialliseks ?
Merkintoj&
Otosavaruus S = Laatikollinen ruuvea
Tapahtuma A ="Ruuvin on vamistanut A-kone’
TapahtumaB = "Ruuvin on vamistanut B-kone”
TapahtumaVV  ="Ruuvi on vidlinen”
Seuraavat todenndko6isyydet tunnetaan:
Pr(A) = 3/8 Pr(V|A) = 0.05
Pr(B) = 5/8 Pr(V|B) = 0.08
Seuraavia todennakdisyyksia kysytaan:
Pr(V), Pr(AlV), Pr(BV)
Tapahtumat A ja B muodostavat otosavaruuden Sosituksen. Tdllatarkoitetaan seuraavaa:
(i) AjaBovat epatyhjia:

At EjaB! £

(i) AjaBovat pistevieraita:
ACB= A&

(iii)  Joukkojen A ja B yhdisteend saadaan perugoukko S
S=AEB

Otosavaruuden Sositus S= AE B indusoi osituksen tapahtumaan V. T&ll4 tarkoitetaan seuraavaa:
(i) JosVonepayhjadi V! A niinanakin toinen joukoista VC A jaVC B on epatyhja:
VCA! Ata VCB! A
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(i) VCAjaVCB ovat pistevieraita:
(VCAC(VCB) = A
koskaACB = &

(i)  Joukkojen VCA ja VCB yhdisteena saadaan
joukko V-

V= (VCAE(VCB)

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon
mukaan:

(1) Pr(V) = Pr(VCA) + Pr(VCB)
Yleisen tulosaanndn mukaan:

) Pr(VCA) = Pr(A)Pr(VIA)

(©) Pr(VCB) = Pr(B)Pr(V|B)

Sijoittamalla lausekkeet (2) ja (3) kaavaan (1) saadaan todennakdisyydeksi, etta satunnaisesti
poimittu ruuvi on viallinen:

Pr(V) =Pr(A)Pr(V | A) +Pr(B) Pr(V | B)

::;" 0.05+§' 0.08 = 0.06875 = 6.875%

Todenndkoisyys Pr(V) on méarétty kokonaistodennak 6isyyden kaavalla.
Ehdollisen todenndkdi syyden méaaritelman perustedlla

_PVCA
4 Pr(AlV)=——2
(4) (AlV) PrOV)
_Pr(vCB)
5 Pr(BlV)=——2—~
©) (BIV) PrOV)
Yleisen tulosadnnén mukaan
(6) Pr(VCA) = Pr(VIA)Pr(A)
(7) Pr(VCB) = Pr(V|B)Pr(B)
Edella on todettu, etta
8) Pr(V) = Pr(A)Pr(VIA) + Pr(B)Pr(V[B)
Sijoittamalla lausekkeet (6) ja (8) kaavaan (4) saadaan ehdolliseks todennakdisyydeks Pr(A[V):
ey = TV EA) Pr(A)Pr(Y | A)
Pr(V) Pr(A)Pr(V | A) +Pr(B) Pr(V | B)
3. 0.05 3
= 8 = == =027
S 005+2 008 11
8 8

Ehdollinen todenndk6isyys Pr(A|V) on méératty Bayesin kaavalla.
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Sijoittamalla lausekkeet (7) ja (8) kaavaan (5) saadaan ehdolliseks todennakdisyydeks Pr(B|V):

PI(BIV) = —Prg(\%B)
_ PI(B) Pr(V | B)
Pr(A) Pr(V | A) + Pr(B) Pr(V | B)
5,
270,08
-8 -8 o3

3 005+2 008 1
8 8

Ehdollinen todenndk6isyys Pr(B|V) on méératty Bayesin kaavalla.

7.2. Ositukset
Joukon S osgjoukot
B, By, ..., By

muodostavat joukon S osituksen, jos seuraavat
ehdot patevét:

0] B! AE,i=12K,n

(i) BCB =& |

(iii) S=BEB,ELEB,
Otosavaruuden Sositus By, B, ... , B, muodostaa

otosavaruuden Salkioiden jaon toisensa poissulkeviin
luokkiin By, By, ... , By, koska

(i) Joukot By, By, ... , B, ovat epatyhjia.
(i)  Joukot By, B, ..., B, ovat pareittain pistevieraita.

(iii) S=EB;

Jos tapahtumat B, B, ... , B, muodostavat otosavaruuden S osituksen, tdsmélleen yks tapahtumista
Bi, By, ..., B, sattuu aina, kun se satunnaisiimi®, jonka tulosvaihtoehtoja otosavaruus Skuvaa,
esintyy.

7.3. Kokonaistodennako6isyyden kaava
Olkoon A epétyhja otosavaruuden S osgjoukko:

Al S, AL £
Oletetaan, ettajoukot
B, B,, ..., B,

muodostavat otosavaruuden S osituksen. TallGin péatee kokonaistodennékoisyyden kaava

Pr(A) =& Pr(B)Pr(A|B)

i=1
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Perustelu:
Oletetaan, etta
Al S, A £
jaettajoukot
B, By, ..., By
muodostavat otosavaruuden S osituksen.
Tal6in
(i) B! A,i=12K,n
(i) BCB =&t |
(iii) S=BEB,ELEB,
Otosavaruuden Sositus By, By, ... , By indusoi

osituksen joukkoon A:
(ACB)C(ACB) = A& i1 |

ja

A =ACS B, I B,
= AC(B.E B:E *EB,) A
= (AGB1)E (AGB,)E %E (ACB))
Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon perusteella
Pr(A) =Pr((AC B)E (ACB,)EL E (ACB,)) =§_1 Pr(ACB)
Koska yleisen tulosdannon perusteella
Pr(AGB)=Pr(B)Pr(A[B),i=12,K,n
saamme lopulta
PI(A) =& PI(B)PI(A|B)
|

Kokonai stodennékoi syyden kaava ilmaisee otosavaruuden S osajoukon A todenndkoisyyden Pr(A)
otosavaruuden Sosituksen By, By, ... , B, mééraémien todennakdisyyksien

PrB),i=1,2,...,n
jaehdollisten todenndkdisyyksien
Pr(AB),i=12,...,n

avulla. Kokonaistodenndko6isyyden kaava on kayttokelpoinen sellaisissa tilanteissa, joissatoden-
nakoisyydet Pr(B;) ja ehdolliset todennakdisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.
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7. Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavat

7.4.
Olkoon A epétyhja otosavaruuden S osgjoukko:
Al S, AL E
Oletetaan, etté joukot
B1, By, ...

Bayesin kaava

an

muodostavat otosavaruuden S osituksen. TéallGin péatee Bayesin kaava

Pr(B)Pr(A|B)

Pr(B | A) =—;
a Pr(B)Pr(A|B)
i=1
Perustelu:
Oletetaan, etta
Al S, AL E
jaettajoukot
B4, By, ..., B,
muodostavat otosavaruuden S osituksen.
TAloin
0) B! A,i=12K,n
(id) BGCB =/, ]
(iii) S=BEB,ELEB,

Otosavaruuden Sositus By, By, ... , B, indusoi

osituksen joukkoon A:
(ACB)C(ACB) = A& i1 |
ja
A =ACS
= AC(B,E B,E *E B,)
= (ACB1)E (AGBy)E %E (ACB;)

1=12,K,n

Ehdol lisen todenn&kadi syyden maaritelmén perusteella

_PI(AGB)

Pr(B | A) Pr(A)

Jos sovellamme téaméan kaavan osoittgjaan yleisté tulosdantéa

Pr(AC B) = Pr(B) Pr(A|B)

janimittg&an kokonai stodennakéisyyden kaavaa

TKK
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Pr(A) =& Pr(B)Pr(A|B)

i=1
niin ssamme lopulta

Pr(B)Pr(A|B)

Pr(B | A) = i=1,2,K,n

& Pr(B)Pr(A|B)

Bayesin kaavan todenndkoisyyksia
Pr(B),i=1,2,...,n
on tapana kutsua priori-todenndkdisyyksis; prior (lat.), edeltava, aikaisempi.

Nimitys priori-todenndkoisyys johtuu siita, etta todennakdisyyksille Pr(B;) voidaan antaa seuraava
tulkinta: Todennakdisyydet Pr(B;) kuvaavat ennakkok&sityks@amme tapahtumien B; toden-
nakdisyydesta ennen kuin kaytettévissdmme on tieto tapahtuman A sattumisesta.

Bayesin kaavan todenndkoisyyksia
Pr(BijA),i=1,2,...,n
on tapana kutsua posteriori-todenndkdisyyksiksi; posterior (lat.), jalkeen tuleva, myohempi.

Nimitys posteriori-todennakdisyys johtuu siitg, etté todennakdisyyksille Pr(B;|A) voidaan

antaa seuraava tulkinta: Todenndkoisyydet Pr(Bi|A) kuvaavat millaisiks ennakkokas tyksamme
tapahtumien B; todennakoisyyksista kannattaa muuttaa sen jalkeen, kun on saamme tietaa, etta
tapahtuma A on sattunut.

Bayesin kaava kertoo siis miten ennakkokasityksia tapahtumien B; todennakoisyyksista on jarkevaa
korjata, sen jalkeen kun tapahtuma A on havaittu tai miten tietoa tapahtuman A sattumisesta
voidaan kayttad hyvaks tapahtumien B; todennakdisyyksien arvioinnissa.

Posteriori-todenndk6isyyksia Pr(B;|A) kutsutaan usein myos kaantei stodenndkoisyyksiks, koska ne
ovat "kadanteisid’ tunnettuihin todenndkoisyyksiin Pr(A|B;) nahden.

Bayesin kaava on kayttokelpoinen sellaisissa tilanteissa, joissa priori-todennékdisyydet Pr(B;) ja
ehdolliset todennakdisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.

7.5. Kokonaistodennako6isyyden kaavan ja Bayesin kaavan
systeemiteoreettinen tulkinta

Oletetaan, etta systeemissa on alkutila L, valitilat
Bll BZ! L | Bn

jayks sen lopputiloista on A. Oletetaan liséksi, ettd alkutilasta L voidaan paasta lopputilaan A vain
kaymalla jossakin valitiloista By, B, ... , B, .

Olkoot
Pr(B) = Pr(Kaymme vdlitilassa B;)
Pr(A| Bi)) = Pr(Paasemme vélitilasta B; lopputilaan A)
Pr(A) = Pr(Pa&semme lopputilaan A)
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Pr(Bi |A) = Pr(Olemme tulleet lopputilaan A vdlitilan B; kautta)
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Systeemia voidaan havainnollistaa seuraavan ver kkodiagrammin avulla

Pr(B,) ' Pr(AB,)
M \
Le Pr(B) | % Pr(AB) ™ oA
| /
Pr(B,) o Pr(A|B,)

98]

K okonaistodennak 6isyyden kaavan mukaan

Pr(A) =@ Pr(B)Pr(A|B)
i=1
Voimme nyt antaa kokonai stodennakadi syyden kaavalle seuraavan systeemiteor eettisen tulkinnan:
Todenndkoisyys Pr(A) on todenndkoisyys, etta pddsemme lopputilaan A, kun lopputilaan A el voi
paasta kaymétta jossakin vélitiloista By, B, ... , B, . Huomaa, etté lopputilaan A padsemisen toden-
nakoisyys Pr(A) saadaan laskemalla yhteen alkutilasta L lopputilaan A vdlitilojen By, B, ... , B,
kautta kulkevien reittien todennakdisyydet

PI(AG B)=Pr(B)PI(A|B),i =12K,n

Téss%isovellettu séanto saa Iisﬁvalaistustatutkittae&a ns. puumaisten verkkojen soveltamista

peruslaskusdannot.
Bayesin kaavan mukaan

PB)PIAIB) | _1 04 i

Pr(B, | A) =
a Pr(B)Pr(A|B)

Voimme nyt antaa Bayesin kaavalle seuraavan systeemiteoreettisen tulkinnan: Todenndkdisyys
Pr(Bi|A) on ehdollinen todennakadisyys sille, ettd olemme kdyneet vélitilassa B; , kun ehto-
tapahtumana on se, etté olemme paasseet lopputilaan A.
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8. Verkot ja todennédkoisyyslaskenta

8.1. Johdatteleva esimerkki
8.2. Puudiagrammit ja todennakoisyyslaskenta
8.3. Toimintaverkot ja niiden toimintatodennakoisyydet

Tarkastelemme tassd luvussa todennakoi syyd askennan ongelmien esittdmista ja ratkaisemista
puumaisten verkkojen avulla. Lisdks tarkastelemme ns. toimintaverkkojen toimintatoden-
nak 6isyyksien maéraamista

Lisdtietoja verkkoteorian alkeista ja puumaisista verkoista eli puista seka puumaisten verkkojen

Avainsanat:

Insidenssikuvaus, Piste, Puu, Puutodennakdisyys, Paatdspuut, Reitti, Rinnan kytkentd, Sarjaan
kytkentd, Silmukka, Sarma, Toimintatodennakdisyys, Toimintaverkko, Tulosaant®, Verkko,
Yhteenlaskusaantd, Yhtenaisyys
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8.1. Johdatteleva esimerkki
Tehdaan lasten syntymisesta seuraavat (yksinkertaistavat) oletukset:
(i) Lapset syntyvét perheisiin yks kerrallaan.

(i)  Syntyvéan lapsen sukupuoli ei riipu siita, mitd sukupuolta ovat olleet aikaisemmin perheeseen
syntyneet |lapset.

(i) Tyton todenndkdisyys on sama kuin pojan todenndkdisyys.
Pr(Syntyy tytt6) = Pr(Syntyy poika) = 1/2

Erés aviopari haluaa oletusten (i)-(iii) patiessa saada tyton, mutta ei halua hankkia neljaa lasta
enempada. Siksi pari paéttaa kayttaa lasten hankkimisessa seuraavaa strategiaa: Lapsia hankitaan
kunnes saadaan tytto, mutta lapsia el kuitenkaan hankita neljad enempéaa. Jos siis neljaskin lapsi on
poika, pari on epaonnistunut strategiassaan. Mikéa on todennakdisyys, etté pari onnistuu
strategiassaan?

Voimme rakentaa paria kohtaavista tapahtumavaihtoehdoista alla olevan puudiagrammin.
Puudiagrammissa:

T=Tytts w2 l\yz

P = Poika T P - 1. laps
Puun vasemmanpuoleiset sarmét johtavat
strategian onnistumiseen ja oikeanpuoleiset 2 12
sarméat johtavat strategian epaonnistumiseen. T P - 2. |apsi
Jokaisen sirman todennakoisyys = 1/2. " \}/2
Olkoon ]
. . 3. laps ® T P
A = Pari onnistuu strategiassaan
T, =1i.laps on tyttod 12 2
P =1i.laps on poika 4. Iaps ® T P
T = Syntyy tytto
P = Syntyy poika

Tapahtumat T,, T, T3, T, muodostavat tapahtuman A osituksen:
A=TETETET,, TCT=£&,i!j
Tapahtumien T; ja P; todenndk6isyydet
Pr(T) ,Pr(P),i=1,23,4
voidaan maarété rekursiivisesti.
Riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla:
1

PH(T) = Pr(T) =2 = PI(R)
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PH(T,) =Pr(T G ) = PI(T)Pr(R) =~ 7 = =Px(R)
PI(T,) = Pr(T G ) = Pr(T) Pr(R) = =" 1 == = Px(P)
v . ¥ 2816

Strategian onnistumisen todennakdisyydeks saadaan toisensa poissulkevien tapahtumien
yhteenlaskusddnnon nojalla:

Pr(A)=Pr(T,ET,ET,ET,)
= Pr(T,) + Pr(T,) + Pr(T;) + Pr(T,)
1 1.1 1 _15

=+ =

2 4 8 16 16
Voimme gjatella, etté yo. laskutoimitukset on tehty seuraavallatavalla:
(i)  Todennakdisyydet

PY(T,) =§ PY(T,) =§, Pr(T,) =§, Pr(T,) =%

todenndkdisyydet on saatu reitin muodostavien puun sarmien todennakdisyyksien tulona.
(i)  Strategian onnistumisen todenndkbisyys

15

on saatu laskemalla loppupisteisiin T vievien reittien todennakoi syydet yhteen.

Johdattelevassa esmerkissa esitetty tekniikka voidaan yleistéa ja Sta voidaan kayttéa
menestyksellisesti monien todenndk6isyysaskennan laskutehtévien ratkai semiseen. Tama perustuu
sihen, etté kaikkia darellisten otosavaruuksien todennak6isyyksien laskusdantoja voidaan
havainnollistaa sopivasti konstruoitujen puudiagrammien avullg; lisétietoja: ks. liitetta

8.2. Puudiagrammit ja todenn&kdisyyslaskenta

Periaatteessa jokainen alkei stodennakdi syyslaskennan tehtéva voidaan ratkaista kayttamalla apuna
ns. puudiagrammeja. Jos tehtdvan satunnaisiimié on osattu kuvata puudiagrammilla, tehtéavan
ratkaisemisessa tarvittavat puutodennak 6isyydet saadaan méarétyks kayttamalla kahta
yksinkertaista laskusdant6a, tulosadntoa ja yhteenlaskusaantoa.

Verkot

Verkko dli graafi koostuu pisteistd, sarmistd jainsdensskuvauksesta, joka kertoo mitka pisteet
ovat sérmien yhdistamia. Koska gjattelemme, etté jokaisella sdrmélla on alkupiste jaloppupiste,
tassi tarkasteltavat verkot ovat suunnattuja verkkoja. Tama merkitsee sitd, ettd jokaisella sarmalla
on suunta, joka osoittaa s&rman alkupisteesta sdrman loppupisteeseen.

Pisteesta v onreitti pisteeseen w, jos on olemassa (suunnattujen) sdrmien jono, joka vie pisteesta v
pisteeseen w niin, etta jokaisen séarmén alkupiste (pistetta v lukuun ottamatta) on edellisen s&rman
loppupiste. Reitti muodostaa siimukan, josv = w.
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Verkko on yhtendinen, jos sen pisteiden joukkoa V ei voida osittaa kahdeks epatyhjaks osa
joukoksi siten, ettd verkon jokaisen sérman alkupiste ja loppupiste kuuluvat samaan osgjoukkoon.

Puut

Sanomme, ettd verkko on puu, jonkajuurena on piste vy, jos seuraavat ehdot patevét:

(i) Verkko on yhtenéinen.

(i) Verkossae ole silmukoita.

(i) Josw? v, on mielivaltainen verkon piste, pisteesta v, pisteeseen w pdasee tasmélleen yhta
reittia pitkin.

Puiden konstruointi

Satunnaisiimité voidaan kuvata puudiagrammilla, josilmio voidaan esitta seuraavassa muodossa:

(i) lmidllaon alkutila ja useita vaihtoehtoisia lopputiloja.

(i)  1lmid koostuu tapahtumajonoista, joissa alkutilasta siirrytéén vaiheittain johonkin ilmién
vaihtoehtoisista lopputiloista.

(i)  Jokaisessailmion vaiheessa kohdataan yksi tai useampia tapahtumavaihtoehtoja, joista yks
realisoituu ja johtaa uusin tapahtumavaihtoehtoihin.

Satunnaisiimi6té vastaavan puudiagrammin konstruointi:

Asetetaan puun juuri vastaamaan ilmion alkutilaa.

Asetetaan puun loppupisteet (" oksien kérjet”) vastaamaan ilmién lopputil oja.
Asetetaan puun pisteet (" oksien haarautumiskohdat”) vastaamaan ilmion tapahtumia.

A w DN P

Viedaén puun jokaisesta pisteestd sarma (" oksa’) kaikkiin sellaisiin pisteisiin, joita vastaavat
tapahtumavaihtoehdot ovat ilmidn siina vai heessa mahdollisia.

5. Liitetd8n jokaiseen pisteesta |ahtevaan sarméén siina vaiheessa mahdollisten tapahtuma-
vaihtoehtojen todennékdisyydet.

Havainnollistus:

Puudiagrammin konstruointia voidaan havainnollistaa ¥ |
viereiselld kuviolla. Siin& tarkastellaan jotakin satunnais- ’
ilmi6ta sellaisessa vaiheessa, jossa tapahtuma A on sattunut. )

Olkoot tapahtuman A sattumisen jélkeen mahdolliset ’
tapahtumavai htoehdot

Bi,i=1,2,...,m
Viedaén pisteesta A sérmé jokaiseen pisteista
Bi,i=1,2,...,m
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Liitetdén jokaiseen s&rméan
(AB),i=1,2,...,m
ehdollinen todennakoisyys
p =Pr(B | A)
jossa A on tapahtumajono, joka on tuonut pisteeseen A. Koska A:n sattumisen jélkeen ei ole
muitamahdollisia tapahtumavai htoehtoja kuin
B,i=12 .., m
niin todenndk6isyyksien
pi,i=12 ..., m

on toteutettava ehto
% % ro.
ap=aP(B|A=1
i=1 i=1
Huomautuksia:

Puudiagrammi piirretaan tavallisesti joko niin, etta sen alkupiste on ylhaalla ja
loppupisteet ovat alhaalla tai niin, etta sen alkupiste on vasemmalla ja loppupisteet ovat
oikealla.

Useat puun pisteet saattavat vastata samaa tapahtumaa.
Misté tahansa puun pisteesta |ahtevien sarmien todennakdisyyksien summaon 1.

Puutodennédkoisyydet

useamman muun puun pisteen maaraamaan yhdistettyyn tapahtumaan. Mielivaltaisen puun pisteen
todennakai syys saadaan maardamalla alkupisteesta ko. pisteeseen vievan reitin todenndkai syys.

Reitin todenndkoisyys saadaan soveltamalla reittiin kuuluvien sérmien todennakdisyyksiin
tulosdantda. Usean pisteen maaradman yhdistetyn tapahtuman todennakéisyys saadaan
soveltamalla ko. pisteisiin vievien reittien todenndkoisyyksiin yhteenlaskusaanta.

Tulos&anto puutodennéakaisyyksille

Reitin todennadkoisyys saadaan maaraamala reittiin kuuluvien sérmien todenndkdisyyksien tulo.
Saantda kutsutaan puutodennékdisyyksien tulosdannoksi.

Perustelu:
Q) Relitti on tapahtumajono, jonka muodostavat reitin pisteet.
2 Reitin muodostava tapahtumajono sattuu, jos jokainen jonon tapahtumista sattuu.
3 Todennakoisyyslaskennan yleisen tulosddnnon mukaan reitin todenndkbisyys
saadaan
maaraamalla reittiin kuuluvien sdrmien todennakoisyyksien tulo.
Olkoon siis

L, Ay, As, ..oy A
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jokin niista vaihtoehtoisista tapahtumajonoista, joista satunnaisiimié muodostuul.

Taloin parit

(La Al)1 (Ala AZ)! (A21 A\?)! ey (Ak—l, Ak)

muodostavat satunnaisiimion alkutilasta L satunnaisiimion (loppu-) tilaan A vievan reitin

sarmét. Liitetdan reitin

(La Al)’ (Ala AZ)! (A21 A?)l ey (Ak—l, Ak)

sarmiin todenndkoi syydet seuraavallatavalla:

(L, A) ®
(Ag, A) ®
(A, As) ®
(Ac, A) ®

Reitin

(L, Al)! (Ala AZ)! (Az, Ag), ey (Ak—l, Ak)

L
Pr(A:) = pu R P1
Pr(Ao | Ar) = o T op Y
Pr(As | ALGA) = ps A2 p; -
A,
Pr(Ac | AGAGAC #CA) = i
?
v

todenndkoisyys on yleisen tulosddnnon nojalla:
Pr(AC AC AsC %CAY)

= Pr(Ay)” Pr(Az | A)” Pr(As | AiCAY)
" Pr(Ac| ACACAC »CA1)

=y Dy

Px

Ac
N2

Reitti k

Puutodennakadi syyksien tulosaantta voidaan havainnollistaa ylla olevalla puudiagrammilla. Reitin k

todennakaoisyys on puutodenndktisyyksien tuloséannon mukaan

Pr(Reitti K) = p1” p2" ps” »" p«

Yhteenlaskusaantd puutodennakoisyyksille

Jos useita (loppu-) tiloja yhdistetéan yhdeks tapahtumaksi, ndin saadun yhdistetyn tapahtuman
todenndkdisyys saadaan maarédmalla ko. tiloihin vievien reittien todennakoisyyksien summa. S8antoa

kutsutaan puutodennak tisyyksien yhteenlaskusadnnoksi.

Perustelu:
Q) Puun eri pisteisiin vievét reitit ovat toisensa poissulkevia.
2 Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusadnnon mukaan useista (loppu-)
pisteista yhdistamalla saatavan tapahtuman todenndkoisyys saadaan madraamalla
ko. pisteisiin vievien reittien todennakdisyyksien summa.

Y hdistetéén satunnaisiimion (loppu-) tilat By, B, ,

C= BlE BlE X&(E Bk
Olkoot tiloja By, B;, ... , By vastaavat reitit

... , Bk yhdeks tapahtumaksi
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Reitti 1, Reitti 2, ... , Reitti k

Koska puun eri pisteisiin vievét reitit ovat toisensa poissulkevia, tapahtuman C toden-
nakoisyys on toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon nojalla:

Pr(C) = Pr(Reitti 1 tai Reitti 2tai ... tai Reitti k)
Pr(Reitti 1) + Pr(Reitti 2) + »+ Pr(Reitti K)

|

Puutodennakadi syyksien yhteenlaskusaantéa voidaan havainnollistaa * ’ * ] ?
viereisella puudiagrammilla: L L
| | 1 | 1
Pr(C) = Pr(Reitti 1) ! ! | ! |
+ Pr(Reitti 2) SR BRI ST
+ Pr(Reitti k) | :
v \4

B1 82 . Bk

Reitti: 1 2 .-+ k

Paatospuut: Esimerkki 141243

Tarkastellaan seuraavaa paatostilannetta: C

Munuai staudissa potilaan munuaiset lopettavat vahitellen toimintansa, mika johtaa potilaan
kuolemaan. Oletetaan, etta potilas vois vapaasti valita hoidoks joko dialyysin (munuaiskoneen) tai
munuaisendgirron. Oletetaan edelleen, etté hoitotuloksista on kaytettévissi seuraavat tiedot:

Dialyysipotilaat:
68 % el84 5:n vuoden kuluttua
32 % on kuollut 5:n vuoden kuluttua
Munuaisensiirtopotilaat:
48 %:lla siirretty munuainen toimii normaalisti ja potilas eléé 5:n vuoden kuluttua
43 %:lla siirretty munuainen e toimi kunnolla ja he joutuvat dialyysin
42 % néista potilaista /84 5:n vuoden kuluttua
58 % naista potilaista on kuollut 5:n vuoden kuluttua
9 % kuolee sirron aiheuttamiin komplikaatioihin

Kumpi hoidoista potilaan kannattaa valita, jos hdn haluaa maksimoida todennakéisyyden olla
elossa viiden vuoden kuluttua?

Merkitaan:
D ="Potilasta hoidetaan diayyslla’
S ="Potiladle tehdd&n munuaisensiirto”
SD ="Siirtopotilas joutuu diayysin”
E ="Potilaselda5 vuoden kuluttua’
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K ="Potilas on kuollut 5 vuoden kuluttua’

Pr(ED) =0.68
Pr(E|9 =0.48
Pr(E|D) =0.42

Pr(K|D) =0.32
Pr(SD|S =0.43
Pr(K|SD) =0.58

Pr(K|9 =0.09

Voimme konstruoida potilaan edessa olevista vaihtoehtoisista tulevaisuuksista ala olevan

puudiagrammin.

Jos potilas haluaa maksimoida todenndkoisyyden olla
elossa 5:n vuoden kuluttua, hénen on verrattava reitin 1
maardaman tapahtuman todennékdisyyttareittien 3 ja4
maaraéman yhdistetyn tapahtuman todenndkoisyyteen.

Reitin 1 méaraaman tapahtuman todenndkbisyys:

Pr(Reitti 1) = 0.68

Reitin 3 maéréaman tapahtuman todennakadisyys:

Pr(Reitti 3) = 0.48

Reitin 4 mééraaman tapahtuman todennakoisyys on
puutodennakoisyyks en tulosdannén mukaan:

Pr(Reitti 4) = 0.43" 0.42 = 0.1806
Reittien 3 ja 4 maarddman yhdistetyn tapahtuman

todenndkdisyys on puutodennakoi syyksien

yhteenlaskusddnnon mukaan:

Pr(Reitti 3 tai Reitti 4)
= 0.48 + 0.1806 = 0.6606

Koska

0.68
E

Reitti 1

0.48

Reitti 3

0.42

Reitti 4

Pr(Reitti 3 tai Reitti 4) = 0.6606 < Pr(Reitti 1) = 0.68
potilaan kannattaa valita dialyysi, jos han haluaa maksimoida todennakéisyyden olla elossa viiden

vuoden kuluttua.

D
0.32
K
Reitti 2
S
043 0.09
SD K
Reitti 6
0.58
K
Reitti 5
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8.3. Toimintaverkot ja niiden toimintatodenndkdisyydet

Toimintaverkot

Toimintaver kko on systeemi, joka koostuu komponenteista, jotka on kytketty joko sarjaan tai
rinnan. Allaolevat kytkentékaaviot kuvaavat kahden komponentin K; ja K, muodostamia sarjaan- ja
rinnankytkentdja.

Sarjaankytkenta: Rinnankytkenta:
K}
1
L1
Kl Kz
[ 1 [ 1
| I | | I |
Kz
]
L1

Tarkastellaan sarjaan kytkennan ja rinnankytkennan toimintaehtoja.
Merkitéan

T = Komponentti toimii

F = Komponentti e toimi

Komponenttien K; ja K, muodostama sarjaan kytkenta toimii, jos komponentti K; toimii ja
komponentti K toimii. Komponenttien K, ja K, sarjaan kytkennan toimintaehdot voidaan esittéa
seuraavana taulukkona:

Ki | Kz | KijaK;
T[T T
T|F F
FT F
F|F F

Komponenttien K; ja K, muodostama rinnankytkenta toimii, jos komponentti K, toimii tai
komponentti K toimii tai molemmat toimivat. Komponenttien K; ja K, rinnankytkennan toiminta-
ehdot voidaan esitté4 seuraavana taulukkona:

Ki | Ko | Ky tai K
T[T T
T|F T
FT T
F|F F
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Sarjaan kytkennéan toimintatodenndkoisyys

Oletetaan, etta komponentit K; ja K, on kytketty sarjaan ja oletetaan lisékd, ettd komponentin K,
toiminta (tai toimimattomuus) el riipu komponentin K, toiminnasta (ja kééntaen).

M &éritellaan tapahtumat
A; = "Komponentti K; toimii”
A; = "Komponentti K, toimii”
Olkoot tapahtumien A; ja A, todenndkdisyydet
P = Pr(Ay)
P2 = Pr(A)

Koska tapahtumat A; ja A; ovat oletuksen mukaan riippumattomia, komponenttien K; jaK;
muodostama sarjaan kytkenndn toi mintatodennakdisyys on riippumattomien tapahtumien
tulosdannon mukaan

Pr(Komponentti K; toimii ja komponentti K, toimii)
= Pr(ACAY)
= Pr(Ay)Pr(Az)
= P1P2
= Pr(Komponentti K; toimii)Pr(Komponentti K, toimii)

Rinnankytkennan toimintatodennékoisyys

Oletetaan, ettd komponentit K; ja K, on kytketty rinnan ja oletetaan liséks, ettéa komponentin K,
toiminta (tal toimimattomuus) el riipu komponentin K, toiminnasta (ja kééntaen).

M &éritell&an tapahtumat
A; = "Komponentti K; toimii”
A; = "Komponentti K, toimii”
Olkoot tapahtumien A, ja A, todenndkdisyydet
P = Pr(A)
P2 = Pr(A)

Koska tapahtumat A; ja A, ovat oletuksen mukaan riippumattomia, komponenttien K; jaK;
muodostaman rinnan kytkenndn toi mintatodenndkoisyys on yleisen yhteenlaskusadnnon ja
riippumattomien tapahtumien tulosdanndn mukaan

Pr(Komponentti K; toimii tai komponentti K, toimii)
= Pr(AlEA)
= Pr(Aq) + Pr(A2) — Pr(ACA)
= Pr(A1) + Pr(Az) — Pr(A)Pr(Ay)
= Pt P2—pP1P2

= Pr(Komponentti K toimii) + Pr(Komponentti K, toimii)
— Pr(Komponentti K; toimii)Pr(Komponentti K, toimii)
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Sovellus

Viereinen kuva esittéa toimintaverkkoa, joka
koostuu 4:stéa komponentista Ky, K;, Kz, K4 K, K,
seuraavalla tavalla: [ l [ l

(i)  Komponentit K; ja K, on kytketty sarjaan. p p
(i)  Komponentit K; ja K4 on kytketty sarjaan.

(i)  Komponenttipari K; ja K, on kytketty rinnan
komponenttiparin K3 ja K4 kanssa. | [ | [

Olkoon P p
Pr(Ki toimii) =p,i=1,2,3,4
Oletetaan lisaksi, etta yhdenk&één komponentin toiminta ei riipu muiden komponenttien toiminnasta.

Sarjaan kytkennan toimintatodennékoi syyden kaavan mukaan
Pr(K; toimii ja K, toimii) = p” p = p°
Pr(Ks toimii ja K4 toimii) = p” p = p°
Rinnan kytkennan toi mintatodennékoi syyden kaavan mukaan

Pr(Systeemi toimii) = p* + p*- p°~ p°=2p*- p’

Kuva oikealla esittda esimerkin systeemin

toimintatodennakoisyytta - Systeemin
s 4 toimintatodennakdisyys f(p)
f(p) =2p°- p p :n funktiona
yksittéisen komponentin toiminta-
todennakdisyyden p funktiona. 1
Kuvioon on piirretty myos suora A o N LS -/
fp =p Y
Kuviosta nahdaan: —~ 06 A S S T
o 1 H H .
(i)  f(p) on p:n kasvava funktio. =

0494-------- [ Xef---.. L [

(i) Esimerkin systeemin toiminta- : 5 : :
todennakdisyys voi olla suurempi, 0.2
pienempi tai yhta suuri kuin yksittaisen
komponentin toimintatodennakdisyys.
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